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VORWORT 


Langjährige Lehrerfahrung veranlaßte die Verfasser,das Ange- 
bot an Theoriebüchern ,Beispiel- und Aufgabensammlungen. über 
Fluidmechanik (Hydro- und Aerostatik,Hydrodynamik,Gasdynanmik) 
durch folgende Konzeption der Stoffdarbietung zu ergänzen: 
- Den einzelnen Stoffbereichen wird jeweils ein kurzge- 
faßter,aber in seinen Ableitungen vollständiger Theo- 
rieblock vorangestellt. 


- Die Lösungswege sind ausführlich gehalten;sie enthalten 


auch notwendige physikalische Erklärungen. 


- Mathematische Begriffe der Fluidmechanik werden dem Le- 
ser dadurch verdeutlicht,daß der diesbezügliche physi- 
kalische Hintergrund besonders hervorgehoben wird. 


Mit diesem Buch wird der Zweck verfolgt,eine praxisbezogene 
Einführung in die Fluidmechanik zu geben.Die sogenannte Praxis- 
bezogenheit soll aber nicht mißverstanden werden,daß den Leser 
etwa rezeptartig zurechtgeschnittene oder katalogisierte An- 
wendungsbeispiele erwarten.Im Gegenteil.Die Verfasser sehen 
ihre Aufgabe darin,dem Leser vor allen Dingen theoretisches 
Handwerkszeug zu liefern,das ihn befähigt,mutig und selbstän- 
dig Problemlösungen jedweder Art anzusteuern. 

Man muß in der Technik vielfach auf exakte,mathematische Lö- 
sungen verzichten,weil beispielsweise Randbedingungen fehlen 
oder noch kein zufriedenstellendes,mathematisches Beschreibungs- 
modell existiert.Man muß sich also mit einem Kompromiß,einer 
Näherungslösung begnügen.Das wiederum verlangt vom Bearbeiter 
ein breitgefächertes Grundlagenwissen. 

Nachdem im Verlaufe eines Studiums physikalische und mathema- 
tische Grundlagen beschafft worden sind,soll hiermit gezeigt 
werden,wie sie in der angewandten Fluidmechanik Verwendung fin- 
den. -— Aus didaktischen Gründen steht das vollständig durch- 
gerechnete Beispiel im Mittelpunkt der Stoffdarbietung.Es möge 
sich dabei um numerische oder allgemeine Beispiele handeln,um 
immer wieder das Arbeiten mit ein paar wenigen Grundlagen vor 
Augen zu führen. 

Das Buch gliedert sich in vier Hauptteile: Fluidspezifische 
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Grundlagen, Fluidstatik,Fluiddynamik und Gasdynanik. 

Im ersten Hauptteil wird das Stoffgebiet der Fluidmechanik ab- 
gegrenzt.Weiter werden physikalische Eigenschaften der Fluide 
zusammengestellt,damit das Verhalten der Fluide (Flüssigkeiten 
und Gase) verständlich wird. 

Der Fluidstatik (Hydro- und Aerostatik) ist ein verhältnismäs- 
sig breiter Raum gewidmet.Das erklärt sich einerseits damit, 
daß sich das Mechanik-Verständnis der Fluidmechanik hierdurch 
besonders gut vermitteln läßt.Gleichzeitig wird das Gleichge- 
wichts- und Bilanzdenken vorteilhafterweise geschult. 

Die Stoffauswahl in der Fluiddynamik erklärt sich aus der Ab- 
sicht der Verfasser,die praktische Anwendung fluidmechanischer 
‚Gesetzmäßigkeiten immer wieder in den Vordergrund zu schieben. 
Die Gasdynamik kann hier nur in der Art einer knapp gehaltenen 
Einführung angeboten werden. 

Alle Gleichungen verstehen sich als Größengleichungen.Es wird 
nur im'Internationalen Maßsystem' gearbeitet. -Vorgeschriebene 
Symbolnormungen werden weitgehend eingehalten,bis auf einige 
Abweichungen bei den Geschwindigkeitssymbolen. 

Aus Platzgründen. wird auf einen umfangreichen Tabellen- und 
Diagramm-Anhang verzichtet,zumal es in Handbüchern und der 
einschlägigen Fachliteratur wertvolle Zusammenstellungen die- 
ser Art gibt. 

Das Buch wendet sich an Studenten und Berufstätige,die sich 

in die Fluidmechanik einarbeiten: oder ihre Kenntnisse auffri- 
schen und ergänzen wollen. 

An dieser Stelle sei Frau R.Ritter ganz herzlich gedankt,weil 
sie unermüdlich mit großer Sorgfalt sämtliche Abbildungen ange- 
fertigt hat. 

Gleicherweise ist der Verlagsleitung für das Interesse ‚das sie 
dieser Buchkonzeption entgegenbringt,und für die angenehme ‚Zu- 
sammenarbeit zu danken. 

Die Verfasser sind für Kritik und Anregungen dankbar.Sie hoffen 
jedoch,daß die getroffene Stoffauswahl akzeptabel ist und daß 
mit dieser Buchkonzeption eine weitere Art der Wissensvermitt- 
lung in der Fluidmechanik gefunden worden ist. 


Saarbrücken,im Juni 1979 Rolf Ritter 


Dan Tasca 
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TEIL I: GRUNDLAGEN 


l. STOFFGEBIET DER FLUIDMECHANIK 
1,2% Aggregatszustände, Phasen 
1.1.1. Übersicht 


Ein Stoff kann bei gleicher chemischen Beschaffenheit drei verschie- 
dene physikalische Erscheinungsformen aufweisen: Man kennt seinen fes- 
ten,flüssigen und gasförmigen Zustand.Das sind die drei klassischen 
Aggregatszustände. 

Unter Phasen verstehe man homogene Bereiche eines heterogenen Sys- 
tems.So spricht man von der festen,flüssigen oder gasförmigen. Phase 
eines Stoffes,wenn die Aggregatszustände eines Stoffes nebeneinander 
in einem System bestehen können. 

Die beiden Aggregatszustände "flüssig" und "gasförmig" schreibt man 
heutzutage Medien zu,die gemeinhin FLUIDE genannt werden. 

In Natur und Technik gibt es auch Zwischenzustände,die mit Hilfe der 
drei klassischen Aggregatszuständen nicht genügend genau erfaßt sind. 
Eine erweiterte Klassifikation zeigt Bild 1-1. 

Außer der dichten Festphase sind alle übrigen fließbar.Solche Medien 
sind aber Gegenstand der Fließkunde,die allgemein Rheologie heißt.- 
Die Fluidmechanik gehört demzufolge zur Rheologie;gleichzeitig ist 
sie ein beliebtes Anwendungsgebiet der mathematischen Physik,und zwar 
als Teil der Kontinuummechanik (Stetigkeitsmechanik). 


1.1.2. Stetigkeit 


Sie soll in dreifacher Hinsicht kurz erläutert werden: geometrisch, 
mechanisch und molekularphysikalisch. 

Ein Raum,wenn er noch so klein ist (z.B.: 1 mm’) ‚enthält eine drei- 
fache Unendlichkeit (00°) geometrischer Punkte,die einen stetigen, 


/ 


geometrischen Raum ( R? ) bilden. 


>) 


materieller Punkte,die einen stetigen,materiellen (mechanisch kon- 


Ein Raum (z.B.: 1: mn” ) enthält eine dreifache Unendlichkeit .(oo 


tinuierlichen) Raum bilden. 
Fin Raum (z.B.: 1 mm ) enthält eine große Anzahl von Molekülen,die 


Phase 


Festphase 


Plastische 
Phase 
Flüssige 
Phase 


Gasphase 


Plasma 


Beschreibung Verformbarkeit |Beispiele 


starr Granit 

elastisch ver- 

formbar Stahl 

plastisch ver- 

formbar Stahl,Pech 
körnig Split 
pulverig Mehl 
festes Dispersions- 


‚mittel mit gasf.dis- 


perser Phase fester Schaum 
festes Disp.mittel 
mit flüssiger Phase fester Schaum 
festes Disp.mittel 


mit fester Phase festes Sol 


dicht plastisch ver- |Schlamm,Pasten, 
‚formbar Harze,Pech 


tropfbare Flüssig- etwas elastisch} Wasser,Alkohole, 
Öle,Emulsoide 


keiten und ihre ho- |verformbar 


mogenen Mischungen 


Flüssigkeiten mit etwas elastisch| Suspensoide 


körnigen/pulverigen |verformbar 


Festphasen gemischt 


‚Flüssigkeiten mit elastisch ver- }Mineralwässer, 


Schaum 
Helium, luft 


Gasblasen formbar 


reine Gase und ihre |kompressibel 


homogenen Mischungen 
Gas mit Staub gen . Aerosole,Rauch 
Aerosole ‚Nebel, 
Wolken 
Naßdampf,Sattdampf, 
Heißdampf 


homogen elastisch ver- Leuchtstoffröhren 


Gas mit Tropfen gem. 


Dämpfe 


formbar Lichtbogen 


a 


einen unstetigen (diskontinuierlichen),materiellen Raum bilden.Diese 
Wirklichkeit steht im Gegensatz zur Voraussetzung der Kontinuumme- 
chanik und damit eben auch zur Fluidmechanik. 
Beispiele im folgenden Abschnitt lassen die Molekülanzahl abschätzen 
und damit die Größenordnung des Fehlers abgrenzen,wenn man die Fluid- 
mechanik als Quasi-Kontinuummechanik betreibt. | 
Praktischerweise genügt es,davon auszugehen,daß eine Fluidphase quasi- 
stetig ist. 
In Bild 1-1 findet man Phasen,die keineswegs als quasi-stetig angese- 
hen werden dürfen.-Beispielsweise Flüssigkeiten,mit körnigen Festpha- 
sen oder mit Gasblasen gemischt.,,sowie Gase,die mit Staub oder Trop- 
fen angereichert sind,lassen sich nicht als quasi-stetige Medien be- 
handeln.-Mischungen dieser Art gehören zu rheologischen Phasen,die 
kein Behandlungsgebiet der Fluidmechanik abgeben. 
Fluidphasen sind ausnahmslos massenbehaftet.-Beim Plasma sind die 
elektromagnetischen Kräfte wesentlich,wogegen die Massenkräfte ver- 
nachlässigbar sind (Gegenstand der Nagneto-Hyärodynanik). 
Nunmehr erfolgt für die weiteren Abhandlungen die Definition eines 
Fluids: Ein Fluid ist ein quasi-stetiges,massenbehaftetes Medium, 
das von selbst leicht und relativ schnell fließt. 


1.1.3. Beispiele 


Die folgenden drei Beispiele dienen dazu,dem Leser zu verdeutlichen, 
daß in technischer Hinsicht die Annahme der Quasi-Stetigkeit gerecht- 
fertigt ist. 


I.Beispiel: Der Wasserstoff ist das leichteste Gas,das man kennt.Es 
Ei ist zu zeigen,wieviele Wasserstoffmoleküle sich in 1 mm” 
befinden. 
Lösung: Aufgrund der Avogadroschen Zahl befinden sich in 1 Mol 
| Wasserstoff 6,023.10°? Moleküle.Das Molvolumen für den 
Normzustand (p, = 1,015 bar; T, = 275 K ) ist mit 22,414.10° mm? an- 
zugeben.-Damit ergibt sich für ein Volumen von 1 mm” eine Molekülan- 
zahl von 2,687.101°. 


Übrigens gilt diese Anzahl auch für Iuft! 


2.Beispiel: Das Wasser ist die gewöhnlichste Flüssigkeit.Das Dich- 
teverhältnis von Wasser zu Luft beträgt im Normzustand 


773,5.- Wieviele Wassermoleküle befinden sich inı mm? 


= 


Lösung: Näherungsweise läßt sich mit Hilfe des Dichteverhältnis- 
| ses die Molekülanzahl von Wasser angeben zu : 
773,5 . 2,687.107° = 2,08.101? pro Kubikmillimeter. 


53.Beispiel: Das Quecksilber ist die bislang schwerste Flüssigkeit. 
| Da seine Dichte mit 13 590 kg/m? etwa 13,59mal größer 
ist als diejenige des Wassers,kann man folgendermaßen zur 


Lösung gelangen: 
13,59 . 2,08.1077 = 2,83.10°° Quecksilbermoleküle pro 
Kubikmillimeter. 


Im gesamten Gebiet der Fluidmechanik trifft man demzufolge in einem 
Kubikmillimeter zwischen 2,687.101° und 2,83.10°° Moleküle an!-Die 
Annahme des stetigen materiellen Körpers bzw. Mediums enthält einen 
Fehler,der wohl sehr gering sein wird,wenn man die riesige Anzahl der 
Moleküle ansieht.Der größte Fehler kommt im Falle des Wasserstoffs 
vor,weil dabei die geringste Molekülanzahl im Kubikmillimeter zu ver- 
zeichnen ist.-Bedenkt man zudem,daß ein Wasserstoffmolekül ein Volu- 
men von 2:56.10 mm? und ein Quecksilbermolekül ein Volumen von 
13,97.10” 1 mm? besitzen,dann ist es gestattet,das Fluidmolekül für 
einen materiellen Punkt zu halten und die Molekülmenge als ein quasi- 
stetiges Medium(trotz der Intermolekularräume) in der Fluidmechanik 


anzusehen. 


1.2. Fluidität 


Unter Fluidität versteht man die Eigenschaft eines Stoffes,in der 
Fluidphase von selbst und relativ schnell zu fließen.-Die Ursache der 
Fluidität ist in der Schwäche der Kohäsionskräfte zu suchen. Bedeut- 
same Folgerungen der Fluidität sind: 
- Fluide haben keine eigene Gestalt,sondern nehmen immer die 
Form des Behälters an; 
- die Berührung der Fluide mit den Behältern wird in zweifach 
unendlich vielen Kontaktpunkten (oO 2) erreicht; 
- Fluide übertragen keine elastischen Beanspruchungen infolge 
von Zug,Biegung,Torsion und Scherung; 
- Fluide können nur elastische Druckbeanspruchungen übertragen; 
- die Reibung hat bei Fluiden. einen anderen Charakter als bei 
Festkörpern (vgl. Abschn. 2.6:1 und 15.1); 


er 


- die Drehbewegung der Fluidteilchen hat einen anderen Cha- 
rakter als bei Festkörpern (vgl. Abschn. 11.3). 
Die zur Fluidität gegenteilige Stoffeigenschaft heißt Zähigkeit (Vis- 
kosität). | 


1,9% Physikalische Größen 
1.3.1. Allgemeines 


Physikalische Größen beschreiben qualitativ und quantitativ die Zu- 
stände und Zustandsänderungen von physikalischen Systemen.Beispiele 
für Zustände: die Temperatur T,der Druck p,die Kraft F,das Moment M 
u.a.-Beispiele für Änderungsgrößen von Zuständen: die Arbeit W,die 
Wärmemenge Q u.a. 

Eine physikalische Größe läßt sich qualitativ durch ihre Eigenschaf- 
ten beschreiben.Die Gesamtheit der Eigenschaften bringt ihre physi- 
kalische Natur zum Ausdruck. 

Quantitativ wird eine physikalische Größe beschrieben durch das Pro- 
dukt: Maßzahl x Maßeinheit ! 

Physikalische Größen sind nur darin miteinander vergleichbar,wenn sie 
von identischer physikalischer Natur sind.Man kann beispielsweise nur 
Temperaturen miteinandef vergleichen.-Ansonsten sind sie bestenfalls 


analog zueinander. 


1.3.2. Intensive Größen 


Sind physikalische Größen von der Nasse unabhängig,dann nennt man sie 
intensive Größen.Als Beispiele sind zu erwähnen: die absolute Tempe- 


ratur T,die Länge L,die elektrische Spannung U u.v.a.n.- 


1.3.3. z»xtensive Größen 


-Sind physikalische Größen von der Masse abhängig,dann heißen sie ex- 
tensive Größen.Als Beispiele sind anzuführen: die Kraft F,das Dreh- 
moment M,die \nergie E,die Arbeit W,die Leistung F u.a. 


1.3.4. Spezifische Größen 


In der Fluidmechanik und in der Thermodynamik ist es üblich, physika- 
lische Größen auf die Fläche,das Volumen oder die Masse zu beziehen. 


Dadurch entstehen die sogenannten spezifischen Größen. 


Se Be 


Spezifische Größen sind gleichzeitig auch intensive Größen,sofern sie 
durch Relativierung mit der Masse entstanden sind.-Hierzu einige Bei- 
spiele: 

Dichte 

Der aus einem System herausgegriffene und besonders untersuchte Be- 
reich heißt Kontrollraum.r dient zur Abgrenzung einer bestimmten 
Materienmenge.-Hat ein‘ Kontrollraum das Volumen V und enthält er die 
Masse m,dann nennt man das Verhältnis 


er (1-1) 


seine mittlere Dichte. (Man könnte auch von der Volumendichte der Nas- 
se sprechen).-Der genaue Wert der Dichte in einem Punkt des Kontroll- 
raumes wird als Grenzwert 


S = lim Am/AV = dm / dV (1-2) 
AV 0 


verstanden.-Weil der Kehrwert davon,nämlich das 


spezifische Volumen ( v ) 


als massenspezifische Größe eine intensive Größe ist,muß auch die 
Dichte als intensiv gelten. 


Druck 
Das Verhältnis einer Druckkraft F zur normal dazu liegenden Fläche A 
heißt 


Pn 


u, 2. (1-3) 
und wird mittlerer Druck genannt.-Der genaue lokale Wert ist als 
Grenzwert anzugeben: 


= 11n AFJAL=QAF/aA | 
AA»O 


(1-4). 


Damit präsentiert sich der Druck als spezifische Kraft.Da es gleich- 
gültig ist,wieviel Masse in der Druckzone vorhanden ist,stellt der 
Druck nicht nur eine spezifische,sondern auch eine intensive,also 
massenunabhängige Größe dar. 

Spezifische lMassenkraft 

Das dynamische Grundgesetz für die Translation nach Newton lautet: 


—— — 
De 
fh 


= m.a (1-5). 


Das Verhältnis 
= F y m (1-6) 


nennt man die mittlere spezifische Massenkraft.Sie ist natürlich von 


der Art einer Beschleunigung. 


Spezifische kinetische Energie 


Die kinetische Energie der Translation 


wird durch Relativierung mit der Masse zur spezifischen Energie 


(K ist Nebensymbol) 


(1-8). 
Spezifische Druckenergie 
Bezieht man die Druckenergie 
Er = PD . V (1-9) 


auf die Masse,dann läßt sich für die spezifische Druckenergie schrei- 


‘ben: 


(1-10). 


Spezifische potentielle Tnergie der Lage 


=in Körper hat aufgrund seines Gewichtes Fa bezüglich einer Nullni- 
veaulinie eine potentielle Lageenergie von 


(1-11), 


wobei g die lokale Erdbeschleunigung und h die Höhenlage bedeuten. 
Der Massenbezug liefert ohne weiteres die spezifische potentielle 
Energie der Lage | 
e_=g.h (1-12). 


Spezifische Exergie und Anergie der potentiellen Energie der Lage 


Zunächst versteht man unter Exergie E, den in mechanische Arbeit 


wandlungsfähige Anteil der Energie E;der nicht wandlungsfähige An- 


EUR 


teil der zur Verfügung gestellten Energie heißt Anergie B.-Zusammen- 


gefaßt gilt: 


Jede Energieerscheinungsform ist auf ihren exergetischen und anerge- 
tischen Anteil hin zu untersuchen,wenn man ihren "Gütegrad"feststel- 
len will. 

Ein kurzes Beispiel wird für die potentielle Energie der Lage gezeigt: 
Die Wasserfassung für ein Wasserturbinenkraftwerk liegt 100 m über dem 
Meeresspiegel.Das Krafthaus befindet sich auf 40 m über NN.-Wie groß 
sind die spezifische Exergie und Anergie? 


Lösung: e,1. = &-h, = 9,81.100 = 981 m/s“ = 981 Jfkg ; 
e2 = Eh = 9,81.40 = 392,4 J/KE. 


nn 
Nur die Differenz der potentiellen Energie ist zur Wandlung in mecha- 


Daraus folgt für das Beispiel: 


nische Arbeit fähig: 


588,6 J/ke. 


Dr I 
Der ANNeIL=e sn ist reine Anergie,und zwar in bezug auf das in 40 m 


über NN liegende Krafthaus: 
b, = 392,4 J/ke. 


25 PHYSIKALISCHE EIGENSCHAFTEN DER TROPFBAREN FLÜSSIGKEITEN 


2.1. Masse 


Neben der Fluidität besitzen Flüssigkeiten eine Masse,die nie ver- 
nachlässigbär ist.Als spezifische Größe kennt man sie bekanntlich als 
Dichte (vgl. Gl. 1-1 und 1-2). 


2.2. Druck 

Jede Flüssigkeit ist Sitz eines Druckes.-Wenn der Druck in einem Kon- 
trollraum bis auf null abnimmt,dann spricht man von Vakuun. 

2.3.  Kompressibilität,Schallgeschwindigkeit 

2.53.1.Theorie 


Die Druckelastizität,auch Kompressibilität genannt,von Flüssigkeiten 


= AG 


ist vollkommen,also ohne die Nebenerscheinungen der Hysterese.Zur 
mathematischen Formulierung dieses Sachverhaltes wird auf das Hooke- 
sche Spannungs-Dehnungs- 
gesetz zurückgegriffen, 
Bild 2-1.Das negative 
Vorzeichen im Gesetz 


weist auf die Druckspan- 


BILD 2-1. 
nung im Probestab hin. 


Das Hookesche Gesetz 


läßt sich folgendermaßen weiterentwickeln: 
ame ee een 
Oo 1, Ro 


Fy Al A AV 
Sa Zu 
V 
Führt man bei Flüssigkeiten für den Druckunterschied das Symbol Ap ein, 


dann ergibt sich: 
(2-2). 


E hat hier die Bedeutung des Volumenelastizitätsmoduls der Flüssig- 
keit.-Der Reziprokwert wird Kompressionsmodul k genannt: 


(2-3). 


Für reines Wasser beträgt E = 20 000 bar . 

In elastischen Medien pflanzen sich geringe Störungen mit Schallge- 

schwindigkeit fort.Sie stellt demnach eine andere Beschreibungsgröße 
dar für das elastische Verhalten eines Mediums.-Geht man davon aus, 

daß der E-Modul und die Dichte eines Mediums die Schallgeschwindig- 
keit maßgebend beeinflussen,dann erhält man folgenden Zusammenhang: 


(2-4). 


O. sei das Symbol für die Schallgeschwindigkeit.Der E-Modul ist 
nur innerhalb gewisser Druck- und Temperaturgrenzen konstant.Messungen 
der Schallgeschwindigkeit zeigen aber die Abhängigkeit von Druck und 


Temperatur auf. 


302 


2.3.2. Beispiele 


l.Beispiel 
re 


In erster Näherung dürfen die Temperatur- und Druckabhängigkeit des 

E-Moduls von Wasser linear angenommen werden.Man ermittle: | 

a) die Druckabhängigkeit des E-Moduls,wenn folgende Messungen vor- 
liegen: Pi; = 1,015 bar und E = 18 850 bar sowie P; = 6 700 bar 
und E = 353 333 bar; 

b) ebenso die .Temperaturabhängigkeit bei folgenden Meßwerten: T=275 K 
und E = 18 830 bar sowie T’= 293 K und E = 20 050 har. 

c) Durch Superposition der Einzelwirkungen ist die Gleichung 
E=f(T,p, ) anzugeben. 

Lösungen: 


a)E=f(p, ) : Die zulässige Linearität führt zur nachstehenden 
Geradengleichung 


33333-18850 
E(p,) = 18850 + ——— 9, - 
6700 - 1,015 


Mit Pi in bar gilt für Wasser: 


= 18 850 + 2,16 


b) E=f(T) : Mit den dazugehörenden Werten ergibt sich auch in 
diesem Fall eine Geradengleichung: 


20050 - 18850 
BT) = 18850 + —— (1 - 273 ) 
293 - 273 


E(T) = 18 850 + 60. (T- 273) (2-6). 


EB. f(p,»T) : Durch Superposition der beiden Teilgleichungen er- 
hält man schließlich mit P;; in bar und T in K: 


E(p,,?) = 18 850 + 2,16.p, + 60. (T-273.) |(2-7).. 


2.Beispiel 
EIER SEE TIEREN, 


Während der Dichtigkeitsprobe eines starren Behälters vom Inhalt 
v = 20 m” wird der Druck von 35 bar auf 12 bar zurückgenomnmen.- 
wieviel m? Wasser sind dabei dem Behälter zu entnehmen,wenn der 


S3-Modul des Wassers mit E = 20 700 bar angegeben wird? 


Lösung: 

Die Volumenabnahme läßt sich aus G1.(2-2) ermitteln: 

APp.V (35-12).20 

eo. 
E 20 700 


=- 0,02 m . 


3.Beispiel 
Um wieviel Prozent nimmt die Dichte des destillierten Wassers bei 


konstanter Temperatur. zu,wenn der Druck,vom Atmosphärendruck P,> 
1,015 bar ausgehend,um 1000 bar erhöht wird? 


Lösung: 


Mit Hilfe der Gleichung (2-5) erhält man zunächst für den E-Modul 
E(p,) = 18 850 + 2,16.1000 = 21 000 bar;bekanntlich besteht zwischen 
Masse,Dichte und Volumen nach Gl.(1-1) im Mittel der Zusammenhang: 
m=° . V .Durch logarithmische Differentiation ergibt sich folgen- 


der Ausdruck: 
Inm - Ing - In V’=0 


m g V 
Bedenkt man zudem,daß die an der Zustandsänderung beteiligte Masse 
konstant bleibt,dann ergibt sich mit dm = O sofort: -dAV/V =d8/e . 
Diesen Zusammenhang verwertet man in Gl.(2-2),weshalb sich sodann an- 
geben läßt,und zwar für endliche Differenzen: 

ag ap 1000 


— = = era een = 0,0476 . 
SE 21 000 
Die Dichte steigt demnach um 4,76 % . 
4.Beispiel 
3 


In einem starren Behälter befinden sich 50 m“ Wasser.-Wie ändert sich 


das Wasservolumen,wenn der Druck um 100 bar steigt? 
Lösung: 


Aus G1.(2-5) folgt für den E-Modul: E(p,)=18850 + 2,16.100 = 19066 bar. 
Aus G1.(2-2) erhält man ohne weiteres: 


Es stellt sich eine Volumenänderung vonAV = - 0,256 m? ein. 


5.Beispieil 

Man bestimme den Elastizitätsmodul einer Flüssigkeit,wenn man bei ei- 
ner Druckzunahme von 10 bar eine Volumenverringerung von 0,002 1m? 
festgestellt hat;das Anfangsvolumen beträgt v4 m’, 

Lösung: 


Durch Verwendung von. G1.(2-2) 1äßt sich angeben: E=- ——=- ———— , 


Der E-Modul beträgt: AV (-0,002) 


E = 20 000 bar. 
I ——— 


6.Beispiel 

u ——— 
Man bestimme die Dichte von Meerwasser $, in einer Tiefe,wo ein Über- 
aruck von 40 bar vorherrscht.lDie Dichte an der Wasseroberfläche wird 
mit Sg] = 1035 kr /in? angegeben;der mittlere I-Modul beträgt E = 20700 
bar. 


Lösung: 
Die Gl. (2-2) liefert folgende Beziehung: 


Ap = - 7. = - BR, —— = - 5, (—-21) . Einen anderen Zu- 
V V V 
6) 1 14 


sammenhang liefert die Massengleichheit der beiden Zustände: 


m=f,.V =$, . V, j LYAR = 9, / 9, ; aus diesen bei- 
den Angaben ]äßt sich formulieren: 


Fe) 1 1035 3 
ne un else rn ie, Dichte beträgt $ ,=1037 kg/m’. 


1 - öv/E 1 - 40/20700 


Zum gleichen Trgebnis wäre man auch mit der in Beispiel 3 gezeigten 


Lösungsmethode gelangt. 


7.Beispiel 


Wie hoch ist die Schallgeschwindigkeit durch das reine Wasser bei 
folgenden Zuständen: 

a) Druck p = 1,015 bar,E = 18850 bar, © = 1000 kg/m’; 

b) Druck p = 1,015 bar,E = 20000 bar, € = 998 kg/m” ? 


Lösungen: 


a) Die Schallgeschwindigkeit errechnet sich in diesem Fall einfach 
mit Gl.(2-4): 


- 13 - 


= ]#/5 = || 1,885.10°/ 1000 = 1 373 m/s 


b) Der angegebene Lösungsweg ergibt hier: 


ser 
eo = ie . 107/998 =1 419,5 m/s 


20% Schwere 
2.4.1. Theorie 


Die tropfbaren Flüssigkeiten werden deshalb für schwere Fluide gehal- 
ten,weil in einer Vielzahl von Problemen ihre Gewichtskräfte in der 
Größenordnung der Druckkräfte liegen.Nur wenn der statische Druck un- 
gewöhnlich groß ist,dürfen Gewichtskräfte vernachlässigt werden,wie 
Z2.B. bei Bewegungsvorgängen durch Strömungsmaschinen.Die Schwerkraft 
ist eine Massenkraft und wird berechnet nit: 


(2-8) , 


wobei dm das liassendifferential, 9 die Dichte, V das Volumen und & 
die “rdbeschleunigung bedeuten.-Die Trdbeschleunigung & beinhaltet 
nicht nur die reine Massenanziehungskraft (Gravitationskraft),sondern 
sie berücksichtigt auch 
die Fliehkraftwirkung auf- 
grund der täglichen Erdro- 
tation,Bild 2-2.-Die Erd- 
beschleunigung ist ab- 


R=6356911m 


hängig vom Abstand des 
Massenpunktes zum Erd- 
mittelpunkt.Diesen Sach- 
verhalt kann man auch über 
die geographische Breite 
und die Höhe H über Nee- 


reshöhe angeben: 


8 = 9,806059-0,025028. 


Fliehkraft cos 2\ - 115.100 


f R 2°) : 
BILD 2-2. _—. mo Hinn,g ın m/s”, Ain grd. 


2.4.2. Beispiel 


Wie schwer ist 1 ar Wasser: 

a) am Äquator (A= O0 ) und auf Ozeanniveau (H=0); 

b) am Nordpol (X = 90°) und Ozeanniveu(H=0); 

c) auf dem Mount Everest ( nördliche Breitel = 30°, H = 8848 m ) ? 


Lösungen: 
a) Mit 61.(2-9) erhält man für die lokale Erdbeschleunigung:: 


g .= 9,806059 - 0,025028.cos 80 =. 9,781031 m/s“ ‚womit hun das Ge- 
wicht lautet,und zwar unter Verwendung von G1.(2-8): 


Fe =9.8g. V = 1000. 9,781031 . 1 = 9 781,051 N ; 


b) ebenso erhält man: g = 9,806059 - 0,025028 . cos 180° 
g = 9,851087 m/s“ und 
Fx= 9,831,087 N . 


nn nn nn 


c) Für diesen Punkt erhält man: 


& = 9,806059-0,025028.cos 60°-1,15.10”® 


& = 9,783369 m/s ; 
E43 9 183,369 N , 


.8848 


also nur wenig mehr als am Äquator auf Ozeanniveau. 


2,9 Gasgehalt und Kavitation 
2.5.1. Theorie 


Tropfbare Flüssigkeiten lösen umso mehr Gase,je höher der auf dem 
Flüssigkeitsspiegel lastende Gasdruck ist und je niedriger die Flüs- 
sigksitstemperatur liegt. - Im anderen Fall des Druckabfalls unä der 
Temperaturzunahme werden die gelösten Gase wieder allmählich frei!-. 
Die Gasabgabe wird natürlich immer von einer geringen Danpfabgabe be- 
gleitet,und zwar in Folge von Verdunstung.Beim Siedepunkt entstehen 
im Inneren der Flüssigkeit Dampfblasen,die wirbelnd aufsteigen und 
den angefüllten Dampf in die Umwelt ablassen.Im Zustand des Siedens 
ist die Löslichkeit von Gasen null!-Die mit der Dampfblasenbildung 
und dem Freiwerden gelöster Gase verbundenen Effekte,besonders in der 
Nähe fester Wände,werden als HONLRAUMBILDUNG oder KAVITATION bezeich- 
net.-ärscheinungen,die man alle in Verbindung mit der Kavitation bringst, 
sind vielfältiger Art,wobei einige noch nicht vollständig geklärt 
sind. 


l1.Effekt: 


2.3ffekt: 


flüssig Ss’ 


5 Effekt 


6.Effekt: 


7.Effekt: 


8.Effekt: 


2. 5-2 


Die Stetigkeit der tropfbaren Flüssigkeit verschwindet;des- 
halb verlieren Gesetzmäßigkeiten,welche die Stetigkeit zur 
Voraussetzung haben,ihre Gültigkeit. 


Die austretenden Gase sind anfangs einatomig.Sofern also 
z.B. Luft gelöst war,wird der einatomige Sauerstoff beson- 
ders korrosiv wirken!-Neben Oxiden wird es auch zu Karbo- 
naten kommen,weil die kohlensäure als instabil bekannt ist. 
Bei eisenhaltigen wänden wird sich demzufolge leicht Rost 


bilden können, der eine Mischung aus Eisenoxiden und Üi- 


senkarbonaten darsteilt. 
3. Effekt: Gelangen die 
Ry Dampfblasen in Zo- 
[7 nen niedrigeren Druckes,dann 
S kann es zu lokalen Dampfex- 
ES plosionen mit hohem Tempe- 


« 
& raturabfall kommen,was sich 
& auf feste Wände stark erosiv 


— 
\ 
EN 
— 
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auswirken kann. 


4.Effekt: Ebenso können Dampi- 
blasen in Gebie- 
te höheren Druckes gelangen, 
wobei sich dann Implosionen 
einstellen mit ebenfalls ver- 
heerenden Materialzerstörung- 
en der umgebenden festen Wän- 
BILD 2-3. de.Neben dieser Art von Ero- 
sion stellt sich dabei der 
ein:Die lokalen hohen Drücke komprimieren das eingeschlos- 
sene Gas und/oder den Dampf derart,daß Temperaturerhöhungen 
von einigen 1000 K keine Seltenheit sind.Dadurch kann es ört- 
liche Schmelzvorgänge geben. 


Die Kavitation ist von einer starken Lärmentwicklung be- 
gleitet. 


Es ist nicht ausgeschlossen,daß auch Ultraschallwellen eine 
Rolle spielen,die ebenfalls schlimme Beschädigungen metalli- 


scher Wände verursachen können (Strukturveränderungen!). 


Da die Hohlräume stark ionisierte Zonen sind,kommt es zu 
plasmadynamischen Erscheinungen: Man kann im Laboratorium 
sogar Funken feststellen.Es ist noch nicht geklärt,ob es 


ce 


sich um Glühfunken wegen der hohen Temperatur oder um elek- 
trische Funken handelt.Auf jeden Fall werden auch hierdurch 


metallische Flächen Zerstört. 


Die Kavitationsempfindlichkeit einer Flüssigkeit wird durch die Ka- 
vitationskennlinie der Flüssigkeit gegeben.Ihr qualitativer Verlauf 
wird in Bild 2-3 (Kurve a) gezeigt.-Der Zusammenhang zwischen Dampf- 
aruck und Temperatur einer reinen Flüssigkeit heißt Dampfdruckkurve 
(Bild 2-3, Kurve b).-Sind Gase. in der Flüssigkeit gelöst (absorbiert), 
dann setzt bei einer bestimmten Temperatur die Verdampfung schon bei, 
einem etwas höherer auf der Flüssigkeit lastenden Außendruck ein.Be- 
züglich eines bestimmten Außendruckes,der natürlich niedriger als der 
kritische Druck sein muß,setzt die Verdampfung bereits bei einer nie- 


ädrizeren Temperatur ein : T_<T A 
& : a b 


2,5.2., Beispiele 


'1l.Beisriel 


a) Wieviel Sauerstoff (0,) und Stickstoff (N,) enthält 1 kg Wasser 
im Zustand von p, = 1,015 bar und az 273.K ? - Die Anteile sind 
als Massenteile zu verstehen.-iür die „ösung werden noch angege- 
ben: 


Definition des Absorptionskoeffizienten 


(2-10). 


RE 
"lüssigkeit 


Absorptionskoveffizient für Sauerstoff/Wasser bei kormaldruck 


An = 0,04115 - 1,09.10”°. (7-273) er 22,56.10”®..(T-273)? 
2 


Absorptionskoeffizient für Stickstoff/Wasser bei Normaldruck 


X, = 0,020346 - 0,53887.10°°.(1-273) + 


e = 
+ 11,156.10 


‚(1-273)2 (2-12). 


Da die Iuft bezüglich der Masse aus 20,96 % Sauerstoff und 79,04 % 
Stickstoff besteht,lautet der diesbezügliche Absorptionskoeffi- 


zient für Luft/Wasser: 


ze 


A 


(2-13). 


= 0,2096 „A, + 0,7904 .Äy 
2 2 


b) Weiterhin sind die relativen Massenanteile des im Wasser gelösten 


Sauerstoffs und Stickstoffs zu ermitteln; 


c) ebenso für die in Luft vorhandenen Anteile. 


Lösungen: 


a) Gelöste Sauer- und Stickstoffmengen: 


b) 


c) 


Aus den G1.(2-11) und (2-12) folgt für den Fall,daß die Gase ein- 
zeln vorhanden sind: 


6 rund &n, = 0,020346.-Somit ergibt sich mit 01. 


(2-13) der Absorptionskoeffizient von Luft in Wasser: 


A 0,2096.0,04115 + .0,7904.0,020346 


Iuft ” 


"Kzurt = 0,0086255 +  0,0160815 = 0,0247065 = 2,47% , 
Bauerstoff- Dtickstoff- 
anteil anteil 


Die Masse der gelösten Luft ergibt sich mit G1. (2-10) zu: 


Ge. 0,0 0 Re 2, TE 


Für den gelösten Sauerstoff erhält man: 


mo_* 0,008625 . 1 = 0,008625 kg = 8,635 g ; 
2 


analog ergibt sich für den gelösten Stickstoff: 


ng, = 0,0160815.1 = 0,0160815 kg = 16,082 e. 


Relative Massenanteile im Wasser: 


Die Verhältnisse für 0, : 0,008625/0,0247065 = 0,349 und 


N, : -0,0160815/0,0247065= 0,651 


geben die llassenanteile von Sauerstoff und Stickstoff an,die mit 


der Luft im Wasser gelöst sind. 
Die in Luft vorhandenen Massenanteile betragen laut Angabe für 


0, : 0,2096 und N, : 0,7904. 


Aus den Ergebnissen von b) und c) folgt der Sachverhalt,daß die 
im Wasser gelöste Luft sauerstoffreicher ist als normale luft! 
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2.Beispiel 


a) Wieviel g Luft sind in 1 kg Wasser bei Der 1,015 bar Luftdruck 
und einer Temperatur von en = 2953 K gelöst? 


b) Man vergleiche den gefundenen Wert mit dem Ergebnis von Beispiel la! 


c) Wie groß ist hierbei der Dampfdruck des \lassers? 


Lösungen: 


a) Luftgehalt: Den Absorptionskoeffizienten für Luft in Wasser cer- 
mittelt man nit Hilfe der Gl.(2-11) bis (2-13): 


x 0, = 0,047994 und &,„ = 0,0140310 ; 
2 


Aust = 9,02115 
Die Yultiplikation mit 1 kg Wasser ergibt nach G1.(2-10) eine gelöste 
Luftmasse von Must 7 21,5 €, 


b) Vergleich: Kine Masse von 1 kg Wasser verliert bei einem Tempe- 
raturanstieg von 20 K:24,7 - 21,15 = 3,55 g Luft. 
Nimmt zudem der örtliche Druck ab,dann verstärkt sich 
dieser &ffekt. 


c) Dampfdruck: Aus der Dampftafel 11] folgt direkt für 293 K 
p = 0,02337 bar. 


3.Beispiel 
Wieviel cm’ Iuft enthält 1 dm’ Wasser bein Athmosphärendruck p_=1 015 


mbar und einer Tem- 
peratur von T =293K ? 


Lösung: 


Aus dem Diagramm 

von Bild 2-4 findet 
man 2 % ‚d.h.: In 
1000 en? Wasser trifft 
man 20 cm? iuft an. 


0) 273 283 293 303 33 K 323 
BILD 2-4. TEMPERATUR T 


= 70, 35 


2.6. Zähigkeit 
2.6.1. Theorie 


Bekanntlich ist die Zähigkeit oder Viskosität die der Fluidität ent- 
gegengesetzte Flüssigkeitseigenschaft.Sie ist die Ursache für das Wi- 
derstandsverhalten bei der fließenden Bewegung.Die Zähigkeitswirkung 
besteht in der Entstehung von Tangentialkräften,deren Ursache nicht 
eindeutig geklärt sind.Die Adhäsion zwischen einer festen Wand,die 
Reibung zwischen Flüssigkeitsschichten und elastische Scherkräfte 
sind von Einfluß.-Es ist bemerkenswert,daß diese Tangentialkräfte 

nur bei Geschwindigkeitsunterschieden zwischen Flüssigkeitsschichten 
untereinander oder zwischen der Flüssigkeit und festen Wänden auf- 
treten. 

Flüssigkeiten im definierten Sinne lassen sich bezüglich ihres Rei- 
bungsverhaltens durch das Newtonsche Zähigkeitsgesetz beschreiben: 
Die Tangentialkraft FL ist unso größer,je größer die Berührungsflä- 
che A ist,und je höher der Geschwindigkeitsgradient Ac /An ausfällt, 
wobei Ac den Geschwindigkeitsunterschied zwischen Wand und Flüssig- 
keitsschicht abgibt; An deutet auf die Schichtäicke hin; 


(2-14). 


Der Propertionalitätsfaktor ”? in Ns/m“ ist als dynamische oder abso- 
lute Zähigkeit bekannt.-Bezicht man die Tangentialkraft auf die Flä- 


che,dann erhält man die mittlere Tangentialspannung: 


(2-15). 


Als Lokalwert gilt: 
(2-16). 


Flüssigkeiten,die sich durch dieses Gesetz beschreiben lassen,nennt 

man Newtonsche Flüssigkeiten. -Mit lichtnewtonschen Flüssigkeiten hat 

man es dann zu tun,wenn ihr Fließverhalten nicht mit G1.(2-15) be- 
schrieben werden kann.Ssie sind Betrachtungsgegenstand der Rheologie.- 
Man beachte,daß die Flüssigkeitsreibung von der Größe der Berührungs- 
fläche abhängt,nicht aber die Festkörperreibung,s.61.(9-17),5.78 und 140. 
2.6.2. Rheologischer Überblick 


In der Rheologie sind die Tangentialkräfte enger mit der Adhäsion 


DI & 


und den elastischen und plastischen Scherkräften gekoppelt, als es 

in der Fluidmechanik der Fall ist. 

Man kennt in der Rheologie zwei Gesetzmäßigkeiten,welche das tangen- 
tiale Spannungsverhalten eines allgemeinen Fluids beschreiben helfen. 


Zinmal bedient man sich des Hookeschen Spannungs-Dehnungs-Gesetzes 


(2-17) ’ 


wo G in Pa oder bar den Schubmodul und f in rad den Deförmationswinkel 
angeben,Bild 2-5.- Als zweite Gesetzmäßigkeit ist das Newtonsche Schub- 
spannungsgesetz zu nennen,das man noch 
durch "inführung der Schergeschwindig- 

keit f ‚die in 1/s gemessen wird,umfor- 
men kann: 


= y 2-18), 


Da aber bei einem rheologischen Fluid die 
absolute Zähigkeit nur selten konstant ist,stellt man das Newtonsche " 
Sschubspannungsgesetz in der Rheologie folgendermaßen dar:- 


dabei besitzt der Exponent folgende Bedeutung: 


k=1 : Es liegt ein Newtonsches Fluid vor. 
k>]1 : Kan spricht hierbei von einer pseudoplastischen bzw. struk- 
turviskosen Phase. 


k<1 : Dieser Wert deutet dilatante Phasen an,Bild 2-6,Pos. a. 


Die lokale absolute Zähigkeit ist bei dieser Darstellung als Tangen- 
tensteigung an die Fließkurven zu verstehen. 

Beginnt ein rheologischer Stoff erst dann zu fließen,wenn eine be- 
stimmte üchwellspannung überschritten wird,dann liegt eine Binghan- 
Fhase vor.Von einem Bingham-Stoff ist die Rede,wenn der weitere Fließ- 
kurvenverlauf mit k = 1 beschrieben werden kann ( Bild 2-6,Pos. b ). 
Weitere Besonderheiten im Fließverhalten rheologischer Stoffe stellt 
man in der Rheopexie und der Thixotropie fest.-Bei rheopexen Stoffen 
wächst die Viskosität bei gleichbleibender Scherbeanspruchung mit zu- 
nehmender Zeit.-Thixotrope Stoffe zeigen entgegengesetztes Verhalten. 


Zudem werden auch noch Hystereseerscheinungen beobachtet. 


> 


Andere rheologische Stoffe entwickeln erst dann Tangentialspannungen, 
wenn die Schergeschwindigkeit einen gewissen Schwellwert erreicht 

hat (Bild 2-6,Pos. c ).Fan spricht in diesem Zusammenhang von Ost- 
wald-FPhasen. 

In diesem Buch werden nur Newtonsche Fluide eingesetzt. 
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SCHERGESCHW. " Y — BILD 2-6. 


2.7. Freie Oberfläche und Hischbarkeit 


Fanchmal haben tropfbare Flüssigkeiten im Zustand der Ituhe oder-der 
Bewegung eine freie Oberfläche (z.B.: Wasserspiegel),die als Ober- 
grenze des flüssigen Gebietes gilt,auch wenn der Behälter ein grös- 
seres Volumen als die Flüssigkeitsmenge hat.Das folgt aus der Unfä- 
hiekeittropfbarer Flüssigkeiten zur elastischen Ausdehnbarkeit. 
Zusammengebrachte Flüssigkeiten ordnen sich zunächst auf Grund der 
verschiedenen Dichten übereinander an.Die schwere Flüssigkeit lagert 
sich unten ab,die leichtere darüber.-Zwischen den Flüssigkeiten bil- 
det sich jeweils im Zustand der Ruhe eine ebene Trennebene aus,wel- 
che eine ähnliche Rolle spielt wie die freie OÖberfläche.Handelt es 
sich bei zwei sich berührenden Flüssigkeiten um mischbare Flüssig- 
keiten,dann werden sie sich wegen ihres Diffusionsverhaltens nit der 
Zeit vermischen;ansonsten bleiben sie getrennt.Nan nennt sie dann 


nichtmischbare Flüssigkeiten. 


2,8. Kapillarität 
2.8.1. Theorie 


Die Massenanziehungskraft zweier Massen Mm. und Mm, beträgt,wenn ihre 
Massenmittelpunkte den Abstand r haben,nach dem Newtonschen Gravi- 
tationsgesetz: 


wobei Flo die Kraftwirkung der Masse m, auf die Masse n,. bedeutet. 

Fl] stellt die Kraftwirkung der Masse m, auf die Masse m dar.Beide 
Kräfte sind zwar vom gleichen Betrag,aber entgegengesetzt gerichtet. 
k heißt Gravitationskonstante und beträgt '6,67.10”1* m’/(kg.s“) 
Gleiches gilt natürlich auch bezüglich der Anziehungskraft zweier 


Moleküle,die man Kohäsionskraft nennt,Bilad 2-7,Pos. a. 


ATMOSPHÄRE 


a b 
ms 
| Zr, 
tan] rechts 
up 
BILD 2-7. ze, 


Bild 2-7,Pos. b,will sagen,daß das Molekül Nr, i im Inneren der Flüs- 
sigkeit von allen in einem kugeligen Wirkungsbereich befindlichen \o- 
lekülen x angezogen wird und sich deshalb im Gleichgewicht befindet. 
Damit erklärt sich die leichte Verschieblichkeit der Moleküle im In- 
neren der Flüssigkeit.Moleküle,die sich in der Nähe der freien Ober- 
fläche befinden,werden luftseitig viel weniger stark angezogen als 
aus der Flüssigkeit selbst heraus,und zwar wegen der viel ‚geringeren 
Iuftdichte ( Bild 2-7,Pos. c ).Bildet man die beiden horizontalen 
Teilresultierenden ? Fx/links und? F, /pechtg. »39 gelangt. man zu 
der "insicht,als ob die freie Überfläche von Zugkräften beansprucht 
wäre!'-Deshalb heißt das Verhältnis 


2 zZ "ix/links oder rechts 


(2-21) 


S 


FL in N stellt eine Linienkraft dar. 


Oberflächenspannung, gemessen in N/m. - s stellt die Länge eines Cber- 
flächenabschnittes dar.-Die VertikalresultierendeZF,, führt,bezogen 
auf die Oberfläche 
dA,zu einer Art Ko- 
z häsionsdruck: 


(2222), 


der aber an festen 
Wänden nicht spür- 
bar werden kann. 


Der Zusammenhang 
zwischen diesen ZUg- 
und Druckkraftwir- 
kungen wird besonders 
bei gekrümmten Ober- 
flächen (z.B.:Trop- . 
fen,Meniskus) deut- 
lich,Bild 2-8.Fin 
elementares,räumlich 


gekrünmmtes Rechteck 


von den Seitenlängen 
ds, und ds, ist her- 
x ausgezeichnet. Für 


y den Gleichgewichts- 


N 
v fall werden die Zug- 
w kräfte auf die z-Ach- 
Pi BILD 2-8. se projiziert: 
de, 
F = —- S . . o AR Da | . 
Zr pP] .ds].ds, + p, ds, .ds, + 2.77 tg( : ) ds, + 
del, 
+ 2. Tg tel ——).ds, = 0; berücksichtigt man 
2 


tg(del,/2) = as, /R] und tg( ac „/2) = as,/R, ‚ so läßt sich 


für den Druckunterschied nach Division durch ds, .ds der zusätzliche 


2 
Krümmungsdruck ermitteln: 


(2-23). 


Sr.kann .auch,ganz im Gegensatz zum Kohäsionsdruck,auch nach außen 

hin wirksam sein.Der Klammeräusdruck entspricht der mittleren Über- 
flächenkrümmung. 

Wenn die"Wirkungskugel" eines Moleküls von zwei Grenzen durchschnit- 
ten wird,wie es z.B. in der Nähe einer Wand bei Atmosphärenzutritt 
der Fall ist,Bild 2-9,Pos. a,dann steigt die Flüssigkeit etwas an der 


re 


BILD2-9. 


wand hoch,wenn die Adhäsionskräfte zwischen Wand und Flüssigkeit die 
Kohäsionskräfte der Flüssigkeit überwiegen,sofern man vom Einfluß der 
suftmoleküle absieht.Im anderen Fall bildet sich ein konvexer Tlüs- 
siekeitsspiegel in wWandnähe aus(Bild 2-9,Pos. b und ce ).Die \rschei- 
nung,daß Flüssigkeiten in dünnen Röhrchen (Haarröhrchen |) aufstei- 
gen oder in ihnen absinken,heißt bekanntlich Kapillarität.Da hierbei, 
wie ersichtlich,die Oberflächenspannung die entscheidende Rolle spielt, 
wird sie auch Kapillarspannung genannt. 
Im Zusammenhang mit der Adhäsion und der Kapillarität sind auch an- 
dere Flüssigkeitseffekte zu sehen,wie z.B.: 

- die Bildung der Tropfen (Stalagmometrie) und kugelige Gestalt; 

- die kugelförmige Grenze von Gasblasen in Flüssigkeiten; 

- die kugeligen Seifenblasen u.v.a.n. 
Der Tropfen im !uhezustand besitzt deshalb die Gestalt einer Kugel, 

weil die Oberflächenspannung {R regelmäßig ver- 


() teilt ist.Dieser Umstand sichert dem Tropfen eine 
| geometrische Gestalt,wo der flüssige Körper bei 

N einen bestimmten Volumen die geringste Oberfläche 
besitzt: die Kugelgestalt.üin fallender Tropfen 


Bild 2-10 nimmt bald arodynamische Gestalt an,Bild 2-10. 


2.8.2. Beispiele 


1.Beispiel 


Im Punkte A treffen Luft und zwei Flüssigkeiten zusammen,Bild 2-11, 


Pos. a.Die Oberflächenspannungen betragen: 


a LAGEPLAN b KRÄFTEPLAN 


cm 2 10-10” n/m 


:PARAFFIN- 
ÖLY/ 


BES WASSER EI 

BILD 2-1. 
715 = 27.10 N/m ( Paraffinöl gegen Luft); 
7y23 = 50.10 " ( Paraffinöl gegen Wasser ); 
Taız = 72,9.10°° N/m ( Wasser gegen luft ). 


Man ermittle den Flankenwinkel & des auf dem Wasser schwimmenden 


linsenförmigen Ültropfens. 
Lösung: 


Die in A.befindliche Molekülgruppe ist drei verschiedenen Kräften 
ausgesetzt;diese Belastung kann auch,auf die Länge bezogen -hier 
senkrecht zum Bild gedacht- ‚durch die sogenannte Oberflächenspan- 
nungen in der Tendenz ersetzt werden. 

Nach der Wahl eines Kräfteplanmaßstabs läßt sich bei den drei ge- 
gebenen "Kräften" ohne weiteres der "Kräfteplan" (Stevinus-Dreieck) 
zeichnen (Bild 2-11,Pos. b ).Aus dem Kosinussatz folgt: 

ee 2 PN - ae 

U 13 = Tao + To 2. 12° 723 2 cos f . Bedenkt man,daß 


3 


%+ß+ = 180° una y + f = 180° gilt,so folgt: 


2 
— il — 
sı3 " lsı2 + oz + 2 Ta: er cos d 


(2232), 


Damit ergibt sich Ö = 39,40° 


2.96 = 


2.Beispiel 

—— 
Ein Öltropfen wird auf eine Wasseroberfläche gebracht.-Welcher Flank- 
enwinkel S stellt sich ein,wenn auf der freien Oberfläche der Atmos- 


phärendruck lastet”-Die vermütete Anordnung ist dem Bild 2-12 zu ent- 
nehmen.Als Oberflächenspannungen kennt man: 


a LAGEPLAN b KRÄFTEPLAN 


Ts 43 


BILD 2-12. 


BE = 30.10” N/m ( Cl gegen Luft ); 
7323 = 20.10”? " ( ÖL gegen Wasser ); 
Tası = 72,9.10”? " ( Wasser gegen Luft ). 
Lösung: 


Lageplan und qualitativer Kräfteplan (Bild 2-12) weisen den Lösungs- 
weg.Bei der Zeichnung des realen Kräfteplans muß man jedoch feststel- 
len,daß bereits die algebraische Summe der beiden kleinen Dreiecks- 
seiten kleiner ist als die große: 30.10 +20.10”° < 72,9.10”? ı 
Daraus folgt die Tatsache,daß sich gar kein sich schließendes Kräf- 
tedreieck angeben läßt.Die Oberflächenspannung 7] überwiegt ,wes- 
halb eine resultierende Oberflächenspannung den Cltropfen auseinan- 
derzieht: Das Ül breitet sich u.U. bis zu einer molekularen Clhaut 
auf der Wasseroberfläche aus.-Dieser dünne Ölfilm bewirkt auch eine 


Dämpfung der Amplituden von Kapillarwellen auf der Wasseroberfläche. 


3.Beispiel 


In jeder Grenzfläche herrscht eine Oberflächenspannung,auch in der 
Grenze zwischen einer festen Wand und einer Flüssigkeit oder einen 
Gas. 

kus Bild 2-13 geht hervor, daß auf einer Glasplatte (3) ein Wasser- 
tropfen (2) liegt unter Anwesenheit der Atmosphäre (1).- 

Man ermittle den Flankenwinkel ö ‚wenn die Oberflächenspannungen 
angegeben werden zu: 


BILD 2-13. 


E = 72,9.10” N/m ( Wasser gegen luft ); 

sl2 _3 
Taaz = 28.10 " ( Wasser gegen die Wand ); 
Tazı = 99.10 "(Wand gegen luft ). 
Lösung: 


Das Kräfte- bzw. Spannungsgleichgewicht in horizontaler Richtung er- 
gibt: 


a => T23 - cosd.. 7 sı2 + © = 0 ; damit folgt: 


(2-25). 


Kit den angeführten Zahlenwerten entsteht ein Flankenwinkel von 
I =31,7. 


Die Vertikalkomponente der Oberflächenspannung 


T- 


wird durch Ad- 
s1l2 
häsion von der Wand aus kompensiert! 


4.Beispiel 


Wenn man ein Haarrührchen in die Oberfläche einer benetzenden Flüs- 
sigkeit eintaucht,dann steigt die Flüssigkeit bekanntlich in üem Rohr 
hoch.Dieser ‘ffekt wird mit Zapillarität bezeichnet (genauer: Kapillar- 
aszension).-Wie hoch steigt nun Wasser in einem Röhrchen ‚wenn 

bei 20°C die OÖberflächenspannung bzw. Kapillarkonstante zwischen Rohr 
und Wasser Ts = 78.0:107 2 N/m beträgt bei einem Durchmesser von d= 
3 mm,dem Randwinkel &=0 und der Dichte @,, = 1000 kg/m? und 9,«9,? 


Lösung: 


In Bild 2-14 sind die notwendigen Größen eingetragen.Das Druckgleich- 


gewicht bezüglich eines mittleren Säulenelements beträgt: 


LAGEPLAN DRUCKGLEICHGEWICHT 
| 949 Zm 
z A 
2: LUFT a Pre! p, 


(p,* 829 'Zm) 


BILD 2-14. 


Zr = -P, +APrr -$ 8-2, + (p.+ 9,.8-2,) = 0 N 


zur Berechnung von Apy„. Nach Gl. (2-23) wird vereinfachend R,=R, 
(kugeliger Meniskus) angenommen,so daß sich Ap,,. unter Beachtung 
von R = d/(2.cosol) angeben läßt mit: 


(2-26). 


Führt man diesen Wert in die obige Druckgleichgewichtsgleichung ein, 
dann folgt für die mittlere Steighöhe: 


(2-27). 


Das Finsetzen der Daten ergibt: 


4.72,9.10”? .cos 0° 
ee EL: 

0,003.1000.9,81 —— 
Beachtet man,daß die Größen: Ta X g,; $,] und, unabhängig von 
den Rohrabmessungen sind,dann kann man doch folgende Zusammenstellung 


notieren: 


(2-28). 


Dieser Zusammenhang ist unter dem liamen Jurinsches Gesetz bekannt. 
Die Jurinsche Konstante lautet für Wasser und Glasrohr bei Anwesen- 
heit atmosphärischer Luft in Abhängigkeit von der Temperatur,wenn 
man d und Zn in mm angibt: 

Temperatur in RK: 2713 283 293 303 313 

const nm  : 30,8 30,2 29,7 29,2 28,6 


5.Beisriel 
In einem Kapillarrohr bleibt ein Wasserpfropfen hängen.Man bestimne 


die mittlere Länge h,wenn folgende Angaben gemacht werden,Bild 2-15: 


LP KP 
z Ertlastung 
| na | 2: LUFT IR der Luft- 
| ’ ! säule- 
‘ durch 
2 J 
a N , Apr oben 
e) SS 
N 4 Entlastun 
N ’ der idssig- 
I 1: WASSER keitssäule 
N N ( .g.n) durch 
I N ; I\Pz+029 
f on ’ Pr 
ra r unten 
® E 2 BILD 2-15. 


0 = 70.10”? N/n; d = 2 mn; freie Oberflächen entsprechen Halb- 
kugeln: Randwinkel X = 0 ; $,, = 1000 ka/u?; $,,, darf vernachläs- 
sigt werden. 

Lösung: 


Für einen beliebigen Säulenausschnitt gilt die Druckgleichheit: 


2Piz"-PotdPkr,oben” Sys-htlpotFurr SB) +APxn unten z 


Die Krümmungsdrücke lassen sich vereinfacht mit G1.(2-26) berechnen. 
somit folgt: 


Nit Zahlenwerten folgt: 


8.70.10”? 
a een er OH. 
= 0,002.9,81.1000 — 


6.Beispiel 


wird ein Kapillarrohr in eine nicht benetzende Flüssigkeit einge- 
taucht,so sinkt erfahrungsgemäß der Flüssigkeitsspiegel im Rohr ab 
(Xapillardepression).-Man bestimme die Absenkung bei Qecksilber 
2 = 471.10”? N/m),wobei zudem die Annahme eines halbkugeligen 
Meniskus zulässig sei.-Rohrdurchnesser d = 5 mn; ie = 13 600 kg/m’; 


Sassı 

Lösung: 

Das Druckgleichgewicht in Höhe K-N,Bild 2-16,1lautet: 

ZPız = - 52.8.2, -Apkrt 
+(pot 9,.8-2,) =-0. 

it G1.(2-26) und der Annah- 


me,daß der Randwinkel 180° 
betrage,folgt: 


= 180° - x° 


BILD 2-16. in Zahlen: 
2171210 .,608,0° 
ee 
M 0,005.13600.9,81 
z = - 2,8 m. 


7.Beispiel 


Aus einen senkrechten Röhrchen treten am unteren Tinde Flüssigkeits- 
tropfen aus.Der Tropfendurchmesser ist kurz vor der Ablösung grös- 
ser als der Rohrdurchmesser ‚Bild 2-17.Beim Losreißen fällt aller- 


KP 


BILD 2-17. 


dings nur ein kleinerer Tropfen ab.Der Rest des großen Tropfens 
bleibt im Rohr zurück.-ixperimente ergaben folgende Beziehung zwi- 


schen dem Maximalvolumen und dem effektiven Fallvolumen: 


| Verf = 0,8963.V ax : 
Demnach lautet dann die Beziehung zwischen den analogen Tropfenra- 
dien: Yopf 0,9642. r ax . 


Durch ein Glasröhrchen fließt Mineralöl (d = 3 mn; 7, = 70.10”? W/m; 

$ x = 850 ke/m”) und tropft ab.- Man ermittle: 

a) den effektiven Kugelradius Dorf 3 

b) den maximalen Kugelradius nach experimenteller Angabe; 

c) den relativen Fehler der Volumina,wenn man von der Vorstellung aus-' 
geht,daß das \ffektivvolumen des fallenden Tropfens gerade dem Vo- 


lumen ( EN Vealotte ) nach Bild 2-17 entspräche. 
Lösungen: 
a) Dorf! In der Abreifphase setzt man das Tropfengewicht gleich der 


ringförmig angeordneten Haltekraft infolge der Oberflächen- 
spannung und schreibt: 


re 
7 =#M = .. = > 4 3 i . 
Me a7, = off — 8. Füy-Verr = 8. For zT tere . Damit folgt: 


Eee rer] u RES 
di de u 210,008:70,.10, 735 


| | 
Daa = | —— > || —  - 0,002663 m = 2,663 mm. 

En 850.9,81.4 —_——— 

Öl 

b) Bee. | | 

„ar, Yoax = Torr/ 0,9642 = 2,663/0,9642 = 2,762 mm. 
AV Vorr 

4 3 wen 
_ RK 22 

Vase z rar "zT max a - -B.r ax -h) (a). 


Mit dem Höhensatz im rechtwinkligen Dreieck ergibt sich nachstehende 
Hilfsgleichung zur Rlimination von h : 


2 


/ >> _ 
(d’2) ="n (2 Pas h) 
ER IETIERESIEERE: 
n > > 
h= SE /4 (b). 


Mit den Zahlenwerten erhält man aus (b): 
Br re 


h>= 2162-1 2,162° _ 23€ 72 = 0,4428 mm ; nun folgt mit (a): 
4 


v2 =— .7.2,162? - #.0,4428°.( 3. 2,762 - 0,4428)=86,7446mm” 
max Kal 3 nn : ! i Feen : . ; 
Vorr 86,6487 Ina ‚Damit beträgt der relative Tehler: 

a , 


Als Nachtrag zu diesem Beispiel ist zu’ erwähnen,daß man mit der ge- 
zeigten Anordnung die Karillarkonstante für relativ zähe (rheolo- 

gische) Medien bestimmt (Stalagmometrie!),wobei es gilt,das Tropfen- 
gewicht und den Tropfendurchnesser zu messen. -Auswertungsgleichung 


hierfür ist die unter Pos. a) angeführte Gleichgewichtsgleichung. 


2.9. Wärmeeigenschaften 
2.9.1. Theorie 


Die Volumenausdehnung beträgt: 
V„=V7.(1+ß.at) (2-30). 


Es bedeuten: v in m” 


Le u : Volumen vor der Temperaturänderung; 


: Volumen nach der Temperaturänderung; 
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@ ‚in 1/K oder 1/°C : Volumenausdehnungskoeffizient; 


m 


O i 
T oder At in K oder °C : Temperaturdifferenz 2-7] 


oder t, - v2 i 
Zu- oGer abgeführte Wärmemengen berechnen sich mit der allbekannten 


Formel: 
N=m.ece.äAt (2-31): 
"s bedeuten: in J : Wärmenenge 
mn "oo kg: Nasse; 
c " Jf(kg.E): spezifische Wärme 
ARE 2: : Temperaturdifferenz. 


Beginnt eine Plüssigkeit zu sieden,so ist ihr zur Sattdampfbildung die 
dem herrschenden Druck entsprechende Verdampfungswärme r in J/kg zu- 
zuführen. Während der Verdampfung bleibt die Temperatur konstant.Die 
gleiche wWärmenenge ist bei der entsprechenden Kondensation abzufüh- 


ren.-Analoges gilt für den Schmelz- bzw. Erstarrungsvorgang. 


2.9.2. Beispiele 
l.Beispiel 
In einem vertikalen Glasrohr eines MHeßgerätes ist Toluol eingefüllt. 


= 
Üs sind .zu ernmittein: 


Man kennt bei T. = 288 K die Dichte des Toluols von 5] = 866 kg/m”. 


a) die Dichte des Toluols bei TI, = 238 K,wenn der Volumenausdehnungs- 
nen = 2. 
fir 3 en c R 
koeffizient mit An ıuoı = 1,08.10°° 1/K angegeben ist; 
b) die Länge der Toluolsäule bei der Temperatur von T,] ‚und zwar für 


den Fall,daß bei T, eine Länge von 200 mm gemessen worden ist. 


‚Lösungen: 
a) 35 : Fan gehe davon aus,daß die liasse des Toluols im Rohr gleich- 
7 bleibt: nD = Sı ‚V= 5, . V„ ; damit folgt mit 01..(2=30): 
V..Q9 866 
1+1,08.10 .LO nn ——— 


— . vr ß.a %) - 1+.4 2 


b) ı : Der lineare Ausdehnungskoeffizient«& einer Flüssigkeit darf 


mit genügender Genauigkeit angenommen werden zu: 


2-2). 


= Ense 


Somit errechnet sich die Länge I] mit der bekannten Gleichung für 
die Längenausdehnung eines stabförmigen Körpers: 


(2-33) 


zu: 


ee ee 
= 14 ———— 


2.Beispiel . 
en J N x Eis: es Ar 


Kine Masse von 5b kg is wird bei einem Atmosphärendruck von 1 bar, 

angefangen bei -8 °C ,erwärmt.-Han führe so viel Wärme zu,bis aus dem 

"is gerade Sattdampf geworden ist.-Han ermittle: 

a) die dem Eis zuzuführende Wärmemenge,wenn man die spezifische 
Wärme des Eises mit c„,. = 2000 Jfkg.K)angibt; 

b) die gesamte Schmelzwärme bei einer spezifischen Schmelzwärme von 
a, = 0,3336.10° J/ke; 

c) die Flüssigkeitswärme bis zur Verdanpfung mit der spezifischen 
Wärme c,, = 4186 J/kask; 

a4) die bei der Verdämpfung zuzuführende Wärme bei einer Verdanpfungs- 
wärme von r = 2,2579.10 J/kg; 

e) die insgesamt zuzuführende Wärmenenge. 


Lösungen: 


a) Qyyg } Im Sinne von G1.(2-31) folgt: 


Anıs = 3». 2000 . 8 = 80 000 J = 80 kJ 


Alle Finzeivorgänge können qualitativ in Bild 2-18 ver- 
folgt werden. 


ÜBERHITZTER 
DAMPF 


NASSDAMPF 
SATTDAMPF 


TEMPERATUR 


WÄRMEMENGE 


O 
BILD 2-18. 
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Die beim Schmelzen aufzuwendende wärme läft sich nit 


(2-32) 


angeben zu: 


6 


6 


N = 5,0,9396,10 


= 1,668.10° JS = 1 668 kJ. 


ce) 4, : Die Flüssigkeitswärme berechnet sich nit G1.(2-31) zu: 


Ay =... ALSE 4-00. = 2,093.10° J = 2093 kJ 


DER Diese Wärmezufuhr ist mit 
Se ee; (2-33) 


zu ermitteln; r in J/kg steht für die Verdampfungswärme. 


a. =5 . 2,2579.10° = 11,2895.10° J = 11 289,5 kJ 


Durch Aufsumnieren ergibt sich: 


> 


“ges 


= trat = 15 .130,5:K % 


2 PHISIKALISCHE ZIGENSCHAFTTN DER GASE 
3.1. Gemeinsane Rigenschaften der Flüssigkeiten und Gase 


Hier werden nur diejerigen physikalischen Eigenschaften nochnals er- 
wähnt,welche für beide Medien die gleiche Bedeutung haben und durch 
die gleichen Formalismen beschrieben werden: 


die Tasse, der Druck und die Zähigkeit . 


3.2. Leichtgewichtigkeit 


.Gasförmige Fluide werden deshalb für leichtgewichtig gehalten ,‚weii 
in der !lchrheit der Probleme das Verhältnis Gewichts- zur Druckkraft, 
vernachlässigbar ist.Die Gewichtskraft enthält die beiden Faktoren 
m und & (G1.2-8),von denen nur die Erdbeschleunigung vernachläs- 
sigbar ist,nicht aber die Masse.-Andere Wassenkräfte,wie z.B. Flieh- 


kräfte in Strömungsmaschinen,sind nicht mehr zu vernachlässigen. 


3.3. Ausdehnbarkeit una Diffusion 


Die Gase füllen den ihnen zur Verfügung gesteliten Raum völlig aus. 
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Die Beweglichkeit ihrer Moleküle ist so groß,daß nur dichte Wände 
die Gase zurückhalten können.-Verschiedene Gase in einem Raum ver- 
mischen sich sehr schnell.Diese Erscheinung heißt Diffusion.Es gibt- 
im Gegensatz zu Flüssigkeiten-nur mischbare gasförnige Fluide. 


3.4. Kompressibilität,Schallgeschwindigkeit 


Die Druckelastizität der Gase. läßt sich im Prinzip durch den glei- 

chen Formalismus wie bei den Flüssigkeiten beschreiben (G1.2-2).Er- 
setzt man in dieser Gleichung die Differenzen durch die entsprechen- 
den Differentiale,so erhält man mit av/v =-.dP/P „was nach der 
Ableitung in Beispiel 3,Abschn. 2.3.2,bei konstanter Masse zulässig 
ist: | Y . EB dp 
— = .dp ; aus der Umformung — = —— 

aV ds dag 

läßt sich sofort in Anlehnung an G1.(2-4) die Schallgeschwindigkeit 
in Gasen notieren: 


(3-1). 


Mit dieser Geschwindigkeit breiten sich in einem Medium relativ 
schwache Störungen aus.-Bei Gasen ist die Schallgeschwindigkeit von 
der während der Ausbreitung sich einstellenden Zustandsänderung ab-. 
hängig. 


2,9% Wärmeeigenschaften 


3.5.1. Zustand, Zustandsgröße, Zustandsänderung 


‚ Alle Momentanwerte physikalischer Größen,welche ein System (einen 
' abgegrenzten Raum) beschreiben,kann man pauschaliert Zustand nennen. 


Physikalische Größen heißen dann Zustandsgrößen,wenn sie wegunabhängig 
.“ sind;das soll bedeuten: Es ist gleichgültig,auf welche Art und Weise 
der Momentanwert dieser physikalischen Größe erreicht worden ist.- 

2 Differentielle Änderungen von Zustandsgrößen dürfen deshalb,mathe- 
‚S\ metisch gesprochen,als totale Differentiale verstanden werden: Ihr 
Integral stellt sich einfach als Differenz zwischen Anfangs- und Ind- 
wert dar (Linienintegral!).Den Übergang von einem Zustand zum anderen 
nennt man Zustandsänderung. Dabei sind verschiedenartige Übergänge 


denkbar. 


3.5.2. |Isobare Zustandsänderung 


Im gesamten Kontrollbereich gilt p (x,y,z) = const .Den Zusammenhang 
zwischen Volumen- und Temperaturänderung bei konstantem Druck ,Bild 
3-1,Pos. a,gibt das Gay-Lussacsche Gesetz an: 


et +ß.AT ) (3-5), 


Es bedeuten; 


a 6) v in m: Volumen am Anfang; 

V, a | Be Ze | " Ende; 

ß " 1/K:Volumenausdehnungs- 
koeffiizient für 
ideale Gase; 


Wärme - AT " K :Temperaturdifferenz. 


zufuhr 


3.5.3.: Isochore Zustands- 

| änderung 
Im gesamten Kontrollbereich 
gilt 9 (x,y,2) = const. 
BILD 3-1 Bleibt das Volumen konstant, 
ändern sich aber Druck und 


Wa 


Temperatur,dann gilt das 
Charlesche Gesetz (Bild 3-1,b): 


Es bedeuten: 


p, in Pa : Druck nach der Zustandsänderung; 
10) a SL vor " . ; 
3 2 l/K : Druckkoeffizient,der bei idealen Gasen nach Untersu- 


chungen von Clapeyron gleich dem Volumenausdehnungs- 
koeffizienten [3 ist; 


AT. K : Temperaturdifferenz. 


13.5.4. Isotherme Zustandsänderung 


Überall im Kontrollbereich gilt T (x,y,z) = const.-Den Zusammenhang 


von Volumen- und Druckänderung bei konstanter Temperatur findet man 


=. 38.0 


im Boyle-Mariotteschen Gesetz: 


(3-4). 


3.5.5. Druckenergie 


Das Produkt p.Y ist bereits in G1.(1-9) als Druckenergie vorgestellt 
worden.Um von dieser physikalischen Größe eine bessere Vorstellung 

zu bekommen,wird auf folgenden Sachverhalt hingewiesen: 

Ein Gasdruckbehälter,bestehend aus einer elastischen "Ballonhülle", 
wird mit Gas aufgeladen.Der Druck steigt auf p] und das Volumen auf 
V,.-Die hineingesteckte Aufbläharbeit (Verschiebearbeit gegen den Un- 
gebungsdruck+Arbeit gegen den Formänderungswiderstand der Ballonhülle) 
findet sich als gespeicherte Arbeit,eben als Druckenergie pP +Vı wie- 
der: Bsı = P] .V].-Entlädt sich der Druckgasbehälter auf p,,dann nimmt 
natürlich wegen des elastischen Behälters auch das Volumen auf v, ab. 
ös bleibt die Druckenergie DER) = P>-V) zurück.Am Energiespeicher ist 
eine Kapazitätsänderung von 


AB, = Pı-V] - Dort, (3-5) 
vorgenommen worden. 


3.5.6. Allgemeine Gasgleichung 

Die Verbindung der G61.(3-2) mit G1. (3-4) führt zur allgemeinen Gas- 
gleichung für ideale Gase,welche den Zusammenhang zwischen den drei 
thermischer Zustandsgrößen : Druck,Temperatur und Volumen angibt: 


(3-6). 
Es bedeuten: 
p in Pa : absoluter Druck; Rin J/(kg.K) : individuelle Gaskon- 
vh n? : Gasvolumen; stante; 
m " kg : Gasmasse; 79 K : absolute Temperatur. 


Auf die Masse bezogen,lautet die allgemeine Gasgleichung bzw. die 
thermische Zustandsgleichung eines 1dealen Gases: 


Dabei lautet die Definition für das spezifische Volumen: 


3.5.7. Wärmeaustausch, spezifische Wärme 


Für die ausgetauschte Wärmemenge gilt die schon erwähnte Gl. (2-31).- 
Bei tropfbaren Flüssigkeiten ist die spezifische Wärme fast eine Pha- 
senkonstante.Für Gase gilt das nicht mehr.Entscheidend für die spe- 

zifische Wärme ist die Art der Zustandsänderung.In den folgenden bei- 
den Abschnitten werden dahingehend zwei spezielle Zustandsänderungen 
untersucht: die isochore und die isobare Zustandsänderung bei Wärme- 


zufuhr beispielsweise. 


3.5.8. Innere Energie 


Führt man einem Gas,das in einem starren Behälter eingeschlossen ist, 
Wärmeenergie zu (Bild 3-1,Pos. b),dann geht die Wärme über in innere 
Snergie des Gases: 


en © AU = M.C,- AT (3-9), 


wobei A U in J die Änderung der inneren Energie, m in kg die betei- 
ligte Gasmasse, C, in J/(kg.K) die spezifische Wärme bei konstanten 
Volumen undaT in K die Temperaturdifferenz bedeuten. 


3.5.9. Enthalpie 


n Ist ein Gas in einem Behälter eingeschlossen,der einen reibungsfrei 
_ gelagerten Deckenkolben besitzt (Bild 3-1,Pos. a),dann wird von der 
zugeführten Wärmeenergie nicht nur die Temperatur des eingeschlos- 

senen Gases ansteigen,sondern es wird auch Verschiebearbeit verrich- 


tet gegen die Umwelt,und das alles bei konstanten Systemdruck.In Zu- 

sammenfassung spricht man von isobarer Wärmezufuhr,die sich in der 

Enthalpieänderung manifestiert: 

ii AH = m.c,. AT (3-10). 

Es bedeuten: 

AH in J : Enthalpieänderung; m inkg : Masse; 

, " J/(kgK): spezifische Wärme bei isobarer Zustandsänderung 
(das Gas wird hierbei nicht nur wärmer,sondern es 
muß zudem Verschiebearbeit verrichten!-Deshalb. ist 

' . 
> C, H ) H 
AT ”. RB. Temperaturdifferenz. 
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3.5.10. Erster Hauptsatz der Thermodynamik 


Er stellt die kalorische Form des allgemeinen Energieerhaltungssat- 
zes dar und gibt gleichzeitig die Definition der Wärme an: 


Ben 


Zugeführte Wärme kann sich also aufspalten in die Zunahme der in- 
neren Energie und in einen Verschiebearbeitsanteil. (Arbeit der Druck- 
kraft). 
Zum Begriff der Wärme ist kurz noch folgendes zu sagen: 

Wärme und mechanische Arbeit sind zwei Möglichkeiten,wie 


Ben, Energie Systemgrenzen überschreiten kann.Wärme tritt nur 


‚“ | während des strömenden Überganges auf.Wärme ist also von 
dynamischer Natur.Von Wärme im Zustand der Ruhe zu sprechen, 
ist nicht richtig.Demnach kann Wärme auch keine thermodyna- 
mische Zustandsgröße sein. 

Eine Folgerung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik ist die 

Robert-Mayersche Gleichung: 


ce_-c_=R (3=12); 


Beweis: 
Aus dem:1.Hauptsatz folgt z.B. für isobare Wärmezufuhr mit G1.(3-9): 


aQ = dm.c„.dT = ( c„.aT + p.dv ).dm 
cn nen. p.dv/dT ; 

die differenzierte allgemeine Gasgleichung (G1.3-7) lautet: 
p.dv + v.dp =R.aT ; 


da dp = DO ist wegen der isobaren Zustandsänderung, vereinfacht sich 
dieser Ausdruck u: p.dv=R.dT .- Setzt man die Kombination 
‚p.dv/AT = R oben bei Cn ein,dann ergibt sich die bekannte Beziehung 
a R !-Die Wichtigkeit dieser Formel besteht u.a. auch darin, 
daß der erste Hauptsatz der Thermodynamik auch in Abhängigkeit von 


der Enthalpie angeschrieben werden kann: 


dq = du + p.dv 
dq 
dq 
dq=(c,yR).ar- v.dp=c 


„a7 +d(p.v) - v.dp 
„al + R.dT - v.dp 


p-dT - v.äp 


SAN 


dq = dh - v.dp (3-13 )% 


3.5.11. Polytrope Zustandsänderung 


Eine Zustandsänderung,gleich welcher Art,aber mit konstanter spe- 
zifischen Wärme ablaufend,wird Polytrope genannt.Im folgenden soll 
kurz die Formel für eine polytrope Zustandsänderung abgeleitet wer- 
den.-Die Gleichungen (2-31),(3-9) und (3-11) ergeben zusammen: 


d0 = 1:60.47 = m.c,.dT + p.dV 


n.(c- C,, daR = B:aV.; 
Eliminiert man hier dT mittels der Differentialform der allgemeinen 
Gasgleichung: aT =(1/R.( p.dv + v.dp ) , dann folgt: 

(L/R) (c-c,,). (p.dv+v.dp) = p.dv. 
Durch Trennung der Variablen erhält man nachstehende Differential- 


gleichung: 


(3-14) 
einfacher anschreiben: 
dv dp 
nn. + —> 
v P 
Durch Integration bekommt man: 
n. Inv+1np = konst 
n 
Pp.v’ = const (3-15). 


Damit läßt sich unter Verwendung von G1.(3-7) und G1.(3-8) für die 
thermischen Zustandsänderungen angeben: 


(3-16). 


ss sind hier nur so viele thermodynamischen Grundlagen angeführt wor- 


den als zum Verständnis anstehender Beispiele vonnöten sind. 


2.422 


3.5.12. Adiabate Zustandsänderung 


‚Steht ein thermodynamisches System nicht im Wärmeaustausch mit sei- 


‚ner Umgebung,dann spricht man von einer adiabaten Zustandsänderung 


‚im System.-Mit welchem Polytropenexponenten zu rechnen ist,hängt von 


‚den systeminternen Dissipätionen ab. 


4. KLASSIFIKATION DER KRÄFTE IN DER FLUIDMECHANIK 


Wenn später Kräftegleichgewichtsbetrachtungen anzustellen sind,dann 
ist es notwendig zu wissen,welche Kraftarten in der Fluidmechanik von 
Bedeutung sind,so daß man an Hand einer gewissen Checkliste erkunden 
mag,ob am freigemachten Objekt alle möglichen Kräfte angesetzt sind. 
Bild 4-1 gibt einen Überblick.- Kräfte sind bekanntlich als die Ur- 
sachen anzusehen für 
die Änderungen des Be- 


Äußere Kräfte: F, wegungszustandes und/ 


! (Feldkräfte) 


Massenkräfte \ oder die Deformation 


Trägheitskräfte:Fı, eines Körpers.Im ersten 

Kräfte Ze LINIENKRÄFTE : KAPILLARKRÄFTE:F, Fall gilt es zu beach- 
Normalkräfte ten,daß ein Geschwindig- 

EINRAHERE TION) 4 (z.B. Druckkr.) Fo keitsvektor sowohl der 

N Tangentialkräfte: Richtung als auch der 
BILD 4-1. (z.B. Reibungskr. ) Größe nach veränderlich 


sein kann.Wirkrichtung. 
der Kraft und Richtung 
der Bewegungsänderung sind parallel zueinander.-Die Kräfte lassen sich 
ihrer physikalischen Natur nach in. Massenkräfte,Linienkräfte (Kapil- 
larkräfte,G1.2-21) und Flächenkräfte einteilen. 
Massenkräfte lassen sich ihrerseits als äußere Kräfte (z.B.: Feld- 
kräfte) 


(4-1) 


(fin m/s“ : massenspezifische äußere Kraft,Feldbeschleunigung) 
oder als Trägheitskräfte verstehen: 


43 = 


Als Absolutbeschleunigung eines Körpers ist definiert: 


(4-3). 


Man vergl. auch die G1. (1-5) und (1-6). 

Der Begriff Flächenkräfte ist deshalb zur Klassifizierung geschaffen 
worden,um die an der Oberfläche eines Kontrollraumes angreifenden Kräf- 
te bezüglich ihrer Orientierung zu unterscheiden;denn die Flächenkräf- 
te lassen sich weiterhin in normal und tangential gerichtete Kräfte 
einteilen,weshalb sich ohne weiteres die Namen wie Druck- und Tangen- 
tialkräfte verstehen lassen.Ihre Definitionsgleichungen lauten: 


Druckkräfte als (4-4). 
Stützreaktionen: 
Tangentialkräfte: (4-5). 


Py deutet auf den Normalenvektor hin (Zinheitsvektor zur Richtungs- 
anzeige).-G1. (2-21) definiert die Linienkräfte Fr» 


’ m 
a ’ Fir ’p’ 
F, und 7, lassen sich drei Arbeitsbereiche der Fluidmechanik unter- 


scheiden: 
l.Arbeitsbereich .., +..%- 
Wenn an jeder Stelle eines Kontrollraumes die Geschwindigkeit ver- 


Je nach d dem Vorhandensein der fünf genannten Kraftarten: F 


schwindet,wenn also gilt: © (x,y,2) = 0, dann gibt es auch keine. 
Trägheits- und Reibungskräfte. Wenn demnach nur Feldkräfte und Druck- 
kräfte anzutreffen sind,dann liegt das Stoffgebiet der Fluidstatik 
vor. - Linienkräfte sind meistens zu vernachlässigen. 
 2.Arbeitsbereich 

| Vernachlässigt man den Tinfluß der Zähigkeit,so verschwinden die. 
Tangential- -/Reibungskräfte. Man hat es hierbei nur mit Feldkräften, 

den Trägheitskräften und den Druckkräften zu tun.Das ist wiederum 

das Stoffgebiet der Mechanik vollkommener Fluide.-Die Beschäftigung 
mit vollkommenen Fluiden hat sich als sehr wertvoll erwiesen: Die Pro- 
bleme werden theoretisch durchgespielt und danach durch Korrekturglie- 
der und Korrekturkoeffizienten an die Wirklichkeit angepaßt. 
3.Arbeitsbereich 

“ Kommen alle vier Kraftarten vor,dann liegt die Fluidmechanik reeller 

_ Fluide vor. 
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I EI 5 [II FLUIDSTATIXK 


5. ! EINFÜHRUNG IN DIE HYDRO- UND AEROSTATIK 


5.l. Ruhezustand 


Die Fluidstatik ist die Lehre von den Kräften,die auf einen ruhen- 
den Fluidbereich einwirken und sich an ihm das Gleichgewicht hal- 
ten.Dieser Sachverhalt ist. bereits im Beesena nen ersten Arbeitsbe- 
reich des Abschnittes 4 angeklungen,wo mit c © (x,y,2) = 0D in knapp- 
ster Form die Fluidstatik definiert worden ist.Nur äußere Kräfte und 
Druckkräfte spielen eine Rolle; Trägheits- und Tangentialkräfte schei- 
den dabei aus. - Von Sonderfällen abgesehen,werden Linienkräfte also 
vernachlässigt. 

Dre Gleichgewichtsgleichungen 

5.2.1. Vektorielle Schreibweise 


Das Kräftegleichgewicht an einem flüssigen oder gasförmigen Körper 


wird bekanntermaßen angegeben durch: 


Da wegen der Fluidität keine Momente übertragbar sind,entfällt in 
diesem Zusammenhang die sonst zusätzliche Forderung nach dem Gleich- 
gewicht der Momente? M, = 0. 


5.2.2. Kartesische Schreibweise 


Bettet man den fluidischen Körper in ein rechtwinkliges oder kar- 

tesisches Koordinatensystem ein,dann lauten die drei rechnerischen 
Gleichgewichtsbedingungen für ein fluidstatisches,räumliches Pro- 

blem: 


(5-2). 


995 Druckkräfte als Stützreaktionen 
5491; Skalare Natur des Druckes, erster Pascalscher Hauptsatz 


Greift man aus einem in Ruhe befindlichen Fluidgebiet einen kleine- 
ren Bereich heraus,Bild 5-1,so müssen auch die an ihm angreifenden 
Teilkräfte miteinander im Gleichgewicht stehen.Es sind dies einmal 


SAGE 


z.B. eine äußere Kraft F und mehrere normale Stützreaktionen, die 
von der losgetrennten iuidisöhen Umwelt herrühren: AF},AF, ra 
Die auf die Oberflächenelemente bezogenen Normalkräfte entsprechen 
dem jeweiligen mittleren Druck. (Siehe auch Gl.1-3 und 1-4). 
Ohne Einbuße an Allgemeingül- 
GEBIET tigkeit kann man um die Wirkungs- 
linie der resultierenden äus- 
| seren Kraft F_ einen zylindri- 
AR, ar schen Kontrollraum abgrenzen, 
der "oben und unten" beliebig 


schräg begrenzt ist,Bild 5-2. 


BEREICH 3 j = , , 
(KONTROLLRAUM) BILD 5-1. Da der Fluidbereich in Ruhe sein 


soll,müssen sich die Druckkräf- 

te rundum gegenseitig aufheben. 

In Richtung der z-Achse muß fol- 
gendes Kräftegleichgewicht ein- 

gehalten werden: 


Be = -F,]- cos] -Fg+F .cosol,=0. 


p2 
Mit Hilfe der beiden Schnittflä- 
chen Al und A, schreibt sich un- 
ter Annahme unterschiedlicher 
Drücke P] und p, die Gleichge- 
wichtsgleichung folgendermaßen 
an: 


A] .P] -C0SX ]-F+An.P,.C0OSX „=0. 


BILD 5-2. 
Setzt man die geometrische är- 


Kenntnis A, .cosX,= A ( Normal- 
schnitt ! ) und An.C0SX , = A ein und erweitert gleichzeitig F, = 
f.9.AV (vgl.6G1.4-1) mit AV = A .As,dann erhält man: 


-py.A - if. P.A. AS + Py+ A = 0 ; davon bleibt: 
-Pp], = f-9.A5 + pm, = 


Läßt man As 0 gehen,um die äußeren Kräfte zu beseitigen,dann bleibt: 


pP, = pa 7=,D , 


was bedeutet,daß der Druck in einer ruhenden Flüssigkeit an einem 
ganz bestimmten Punkt im Kontrollraum unabhängig von der Richtung 
ist.Damit entspricht er einer skalaren Ortsfunktion und zeigt keinen 


Erao ss 


Vektorcharakter!-Das ist aber die Aussage des ersten Pascalschen 
Hauptsatzes. 


5.3.2. Orientierung einer Druckkraft 


Da der Druck eine skalare Größe ist,die Druckkraft aber natürlich 
ein Vektor ist,führt man über einen Normalenvektor den Richtungs- 
sinn ein,wie es beispielsweise in Bild 5-2 gezeigt worden ist: 
F_ =m.p..A und FF, =-n,.p..A, als Stützreaktionen;die Nor- 
— . eo —. D) . Ad ’ 
pl 171 71 p2 ee 2 malenvektoren selbst weisen 
aber vom Fluidgebiet oder Kontrollraum nach "außen" hin ! 


5.4. Potentialfunktion einer Massenkraft 
5.4.1. Druckgradient 


Der Gradient einer skalaren Ortsfunktion stellt einen Vektor dar, 
welcher in die Richtung der maximalen Änderung weist.Sein Betrag 
gibt den Wert der maximalen Änderung an.Dies gilt auch für den Druck 
p(x,y,z),da er ja einer skalaren Größe entspricht.Der Gradientvektor 
des Druckes lautet demnach: 


(5-3). 


5.4.2. Gaußscher Integralsatz 


Es ist gezeigt worden,daß Druckkräfte als Stützreaktionen den Zu- 

stand der Ruhe gewährleisten,wenn man das Kräftegleichgewicht an ei- 
nem freigemachten Fluidbe- 
reich als Kontrollraum un- 
tersucht.Demnach steht die 
Summe aller äußerer Kräfte 
F, nit der Summe aller Druck- 
kräfte (Stützreaktionen) im 


BILD 5-3. Gleichgewicht.Es gilt also 
| nach Bild 5-3: 


IRRE DIENT Ö 


Man muß in diesem Zusammenhang nun unterscheiden zwischen Druckkräf- 


ten,die aus dem Inneren des Fluidkontrollraumes herauskommen und nach 
außen wirken und denjenigen Druckkräften,die als Stützreaktionen,von 
außen nach innen wirkend, festzuhalten sind.- Die Aktionswirkung,also 


zT ee 
die resultierende Druckkraft von innen nach außen,läßt sich mittels 


des Gaußschen Integralsatzes aus einem Oberflächenintegral in ein 
Volumenintegral umformen: 


(5-4). 


Die diesbezügliche Stützreaktion erhält das negative Vorzeichen beim 
Einsetzen in die obige Gleichgewichtsgleichung!-Es ergibt sich damit 
unter zusätzlicher Verwendung der G1. (4-1) folgender Zusammenhang: 


\- \mn.av + | ° F.aV=0 
m v) 


Der Integrandenvergleich erlaubt folgende Gleichsetzung: 


Bel passe) le 
Vr=2.:) me (5-5). 
Ä PER Eee 


Et, 


Wenn der spezifische Feläkraftvektor komplett 


Pa 


“ a 
in der Form 


—n 


! = fi + 2 ge + f,.K (5-6) 


angeschrieben wird,dann lassen sich sofort für das kartesische Koor- 
dinatensystem drei partielle Differentialgleichungen notieren: 


Man kann dieses Gleichungssystem integrieren,wenn man die erste Glei- 
chung mit dx,die zweite mit dy und die dritte mit dz multipliziert, 
weil die darauffolgende Addition der drei Gleichungen zu einem tota- 
len Differential der linken Gleichungsseite führt, so daß der Druck 
auch in mathematischer Hinsicht als Zustandsgröße erkannt worden ist. 
(Die Integration totaler Differentiale ist wegunabhängig,was ja auch 
das Charakteristikum einer Zustandsgröße ist!) 
1 9» op op 


— .(— .dx + —.dy + — .dz ) = 2_.dx + f.dy + f.dz | (5-7a). 
b4 °x oy oz * y * a 


= dp 


Schreibt man einen Ortsvektor,Bild 5-4, folgendermaßen an: 


= 488 


dr = dx.i + dy.j + dz.k |(5-8), 


so erkennt man im rechten 
Ausdruck der 'G1.(5-7a) das 
Skalarprodukt zweier Vekto- 
ren :; 2, dar ! 
Vereinfachend läßt sich nun- 
mehr schreiben: 


BILDS5-4. 


5.4.3. Bedeutung der Potentialfunktion 


Die rechte Gleichungsseite von G1.(5-9) ist von der Art einer me- 
chanischen Arbeit.Da aber im Zustand der Ruhe am Kontrollraum keine 
Arbeit verrichtet werden kann,handelt es sich offenbar um eine vir- 


; tuelle (scheinbare,nur gedachte) Arbeit.Sie könnte aber (in Gedanken) 


‘x auch nur verrichtet werden,wenn ein Energiereservoir - hier im Zustand 


der Ruhe handelt es sich natürlich um potentielle Energie - vorhan- 
den wäre!'-Allgemein gilt,daß bei Arbeitsverrichtung das Energieange- 
bot abnimmt.In Bezug auf das anstehende Problem kann man schreiben: 


— u dp: 


f .di’= -de, = > (5-10). 


Die kartesische Entwicklung dieser Gleichung führt zu: 


9% 2 e, 3%, 
f .dx+f .äy+f,.dz = Zei N + ao : 


Daraus folgt: 


(5-11). 


Bildet man aus diesen drei Komponentengleichungen zwei Vektoren, 
so erhält man die äußerst interessante und wichtige Beziehung: 


(5-12). 


=49,2 


Im Zuge der Ableitung von G1. (5-10) hat man die spezifische po- 
tentielle Energie ©, eingeführt (vgl.61.1-12).-Der negative Aus- 
druck: - e_ wird in der Sprache der mathematischen Strömungslehre 
POTENTIAL genannt.In diesem Buch wird darauf verzichtet,für die Po- 
tentialfunktion ein zusätzliches Symbol einzuführen.Der Leser soll 
nicht durch eine weitere physikalische Größe irritiert werden, son- 
dern ständig an die zentrale Rolle der potentiellen Energie erinnert 
werden! 
Die G1.(5-12) läßt sich folgendermaßen interpretieren: 
Die NegaDLe Yung von =en ergibt den massenspezifischen 
Feldvektor f£. 
Es ist gezeigt worden,daß die auf einen ruhenden Fluidbereich ein- 
wirkenden äußeren Kräfte durch ein Potential beschrieben werden können. 
„(Diese Überlegungen gelten auch für den Fall des relativen Gleichge- 
|wichts,vgl. Abschn. 9.3.) 


5.5., Allgemeine Druckformel 


Die Integration der G1.(5-9) führt zur allgemeinen Druckformel der 
Fluidstatik,und zwar unter Verwendung von G1.(5-10): 


2 
dp ir. 
ae f.dr = - | re -(e 
I 1 l 


man erhält sonit: 


(5-13). 


Sonderfälle hierzu lassen sich beispielsweise in der Hydrostatik an- 
. führen. 


6. DRUCKFORMEL IN DER HYDROSTATIK 
6.1.Sonderfall für inkompressible Flüssigkeiten 


Ist die Dichte einer Flüssigkeit an jeder Stelle des Bereiches bzw. 
Kontrollraumes gleich groß,also identisch konstant: 9 (x,y,z)sconst, 
so läßt sich die linke Seite der G1.(5-13) einfach integrieren: 


ERBE ERHAE dp = -—— ‚ weil der Druck 


(6-1). 


Diese Gleichung läßt sich folgendermaßen interpretieren: Die Summe 
der spezifischen Druckenergie p/g ‚(eı. 1-10), und der spezifischen 
potentiellen Energie e_ ‚hervorgerufen durch die Einwirkung einer 
‚äußeren Kraft,ist könstant.Das entspricht aber dem Energieerhaltungs- 
satz bezüglich eines in Ruhe befindlichen Flüssigkeitsbereiches bzw. 
Kontrollraumes. 
ı Die Gleichung p {x,y,2) = const entspricht einer Fläche,auf welcher 
überall der gleiche Druck vorherrscht; deshalb wird auch von einer Iso- 
«„ barfläche gesprochen.Die Gleichung p (x,y,2) = const bedeutet darüber- 
, hinaus,daß der Druck im ganzen. Bereich und nicht nur in einer Fläche 


konstant ist! Fran IR UBER SS 


Aus G1.(6-1) folgt zudem für den Fall po = const,daß auch die spe- 
zifische potentielle ne e_ = const und -e_ = -const = konst, 


N ei 


er 


Ne Te 


Abschließend sei hierzu vermerkt, daß Niveauflächen Sonn Tsobar- als 
auch Aquipotentialflächen sind. 


BR ai) 


‚6.2. Sonderfall für inkompressible und schwere Flüssigkeiten 
y | 


\Die massenspezifische Feldkraft des Eräschwerefeldes ist die allbe- 
kannte Erdbeschleunigung & ‚Bild 
6-1.Die Beziehungen der G1. (5-11) 
werden nun zur Berechnung der Poten- 
tialfunktion des Erdschwerefeldes 
herangezogen.Das Eräschwerefeld muß 
sich nach den Überlegungen von Abschn. 
5.4.5 durch ein Potential beschrei- 
ben lassen. 


nn 


61.(5-12)5 2 = - We, 


Im Falle des Erdschwerefeldes sind 


x BILD 6-1. 


= 5] = 


de 
f: = f_ = Oound ff = - Dr 2 - ! - Die unbe- 
x "y 2 dz : | 


stimmte Integration VORZAE, =-g.dz ergibt für die Potentialfunktion 


des Erdschwerefeldes: 
(6-2). 


Führt man jetzt G1.(6-2) in G1.(6-1) ein,so erhält man nach voran- 
gegangener Multiplikation mit (-1) den Energieerhaltungssatz bezüg- 
lich einer in Ruhe befindlichen inkompressiblen Flüssigkeit: 

P 


5+ g.z = Konst (6-3). 


Hierbei sind die Isobarflächen waagerechte Ebenen mit der Gleichung 
z = const. Analoges gilt für die Ägquipotentialflächen. Damit ist auch 
die Aussage in Abschn. 6.1 ‚Niveauflächen seien gleichbedeutend mit 
Isobarflächen und Äquipotentialflächen, erhärtet worden. 
Die Ermittlung der Integrations- 
konstanten in Gl1.(6-3) wird an 
Hand eines allgemein gültigen 
Beispiels,Bild 6-2,durchgeführt. 
Für den Punkt P(xX,52,) gilt: 
U 

0 + &g.2, = Konst : 

? o 
für den Punkt P(x;z) gilt: 

p 
— + 8.2 = Konst . 


g 


Durch Gleichsetzen und Umfor- 
men ergibt sich: 


Kürzt man (z,-2) mit der Tie- 
fenangabe h ab,so schreibt sich die Druckformel speziell für inkon- 
pressible und schwere Flüssigkeiten TORESROSTRaSen an: 


( 


Hier ist p, der auf der Oberfläche lastende Druck.-Ist der Behälter 
oben offen,dann entspricht Po natürlich dem Atmosphärendruck P, !- 
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Man nennt in dieser Beziehung p den Absolutdruck; das Produkt 


e-8- h wird als Atmosphärenüberdruck verstanden,wenn der Ab- 


Absolutdruck 
» 


Patmosphäre "0 


6.3.1 Zweiter Pascalscher Hauptsatz 


‚Überdruck 


2, -P 
BILD 6-3. 


solutdruck größer als der At- 


mosphärendruck ist;fällt der 


Absolutdruck geringer aus,dann 
heißt g .g.h Atmosphärenunter- 
druck,Bild 6-3. 


P, (ohne Einwirkung vonF); p; mit Einw. von F) 


NE ER 2 SER a 
In: Nun a an 


BILD 6-4. 


(6-5). 


Wird über einen Kol- 

ben von der Fläche A, 
nn. 

Bild 6-4,eine Kraft F 


‘.in einen flüssigen Be- 


reich (Kontrollraun) 
eingeleitet,so entsteht 
ein Zusatzdruck Ap=F/A 
(vgl. auch Gl.1-3 und 
1-4),welcher sich im 
ganzen Bereich ausbrei- 
tet und an jeder Stel- 
le (x;y;z) zum Vordruck 
Pu dazukommt: 


(6-6). 


Das aber ist die Aussage des zweiten Pascalschen Hauptsatzes. 


6.4. Sonderf 


sigung der Erädschwere 


all für inkompressible Flüssigkeiten unter Vernachläs- 


Ein einfaches Zahlenbeispiel soll zeigen,von welcher Grenze an man 


u.U. den Einfluß der Erädschwere gegenüber den Druckkräften wird ver- 


nächlässigen können. 

Das Gewicht- eines Wasserwürfels von 1 m Kantenlänge beträgt bekannt- 
lich #, =m. g = 1000.1.9,81 = 9810 N .-Ein aufgeprägter Zusatz- 
druck betrage A p = 10 bar,weshalb beispielsweise die Bodenfläche 
des Wasserwürfels von der Größe 1 m“ mit einer zusätzlichen Druck 
kraft F| = 1.10.10° = 10° N belastet wird.Das Verhältnis F,/F, _ 

= 0,00981 besagt doch,daß der Gewichtskrafteinfluß noch etwa 1 % be- 
trägt.-Man sieht also,daß bei noch höheren Zusatzdruckkräften der 
Schwereeinfluß immer mehr ins Hintertreffen gerät.Vernachlässigt man 
die Schwere,dann vereinfacht sich die G1.(6-4) zup= p,,was zu- 
dem noch präziser als p (x;y;2) = Po = const angeschrieben werden kann: 
Der Kontrollraum ist danach ein isobarer Raum! 


6.5. Beispiele 
\1.Beispiel 
Wie groß ist der absolute Druck in einer Meerestiefe von 200 m ?- 
Die Dichte des Meerwassers betrage $9 = 1035 kg/m? und der Atmosphä- 
rendruck sei De 1,015 bar. 
Lösung: 
Nach G1. (6-4) folgt einfach: p = 1.035.310? + 1035.9,81.200 


p.= 2,132.10° Pa = 21,32 bar. 


2.Beispiel 


Wie tief befindet sich ein Punkt P(x,y,z) unter dem Wasserspiegel 
(Wasserdichte ey = 1000 kg/m”) ‚wenn ein Überdruck von P,;, = 0,4 bar 
an dieser Stelle gemessen wird? 


Lösung: 
Nach G1.(6-5) ergibt sich sofort: 
pP; = 1000.9,81.h = 40 000 Pa 


h = 4,0775 DD. 


3.Beispiel 


In einer Wasserleitung wird ein Unterdruck von D® 0,4 bar gemessen. 
Wie hoch ist der absolute Druck,wenn der Atmosphärendruck mit Po, 
1020 mbar angegeben wird? 


Sen, 


Lösung: 
Mit G1.(6-5) erhält man: p = Po-P, = 1,02-0,4 = 0,62 bar. 


4.Beispiel 


Ein nach oben offener Behälter ist mit Was- 
ser gefüllt und mit einem seitlichen Steig- 
rohr versehen, Bild 6-5.-Warum kann das Steig- 
rohr als Niveauanzeiger Verwendung finden? 


Lösung: 
Nach G61.(6-3) folgt bezüglich der freien 


Oberfläche,welche ja die Kontaktfläche zwi- 
schen der Luft und dem Wasser darstellt: 


pP, /2 + g.2 = Konst .Daraus folgt: 


BILD6-5. zZ = const . 

Demnach gilt. für die gesamte freie Oberflä- 
che diese Beziehung,weshalb auch in dem Steigrohr die Flüssigkeit 
gleich hoch wie im Behälter steht.-Hinter diesem Beispiel verbirgt 
sich das"Prinzip kommunizierender Röhren".Es besagt: 

Untereinander in Verbindung stehende offene Behälter zeigen 
bei eingefüllter inkompressibler Flüssigkeit in jedem Gefäß 
den. gleichen Flüssigkeitsstand! 

(Die Niveaufläche z = const ist Isobar- und Äquipotential- 
| fläche! ) an = et 


5.Beispiel 


Über- und Unterdrücke werden 


TORRICELLISCHE mit Mano- und Vakuummetern gemes- 
LEERE sen.Die Instrumente zur Messung 

des Absolutdruckes heißen Barome- 
ter.Der Atmosphärendruck ist bei- 
spielsweise ein Äbsolutdrück.- 

P Als einfaches Gerät wird das Torri- 
J celli-Barometer vorgestellt: 


' 


ZRIGD, Sa Se es Aue ER aa 


BILD6-6. einem Finger,drehe das Rohr um 1800 


‚Man fülle ein etwas mehr als 1m 


langes Glasrohr mit Quecksilber an, 
bis die gesamte luft entwichen ist. 


5 


herum und tauche es in ein Quecksilberbad ein,Bild 6-6.Dabei stellt 
man fest,daß die Quecksilbersäule auf h, zurückfällt.-Der Raum über 
der Quecksilbersäule wird Torricellische, (auch barometrische) Leere 
genannt.Der Druck B, im Sinne der 61. (6-4) ist praktisch null,wenn 
man von ein paar verdampften Quecksilbermolekülen einmal absieht.- 
Im Fußpunkt O in der Quecksilbersäule liegt der Druck p = yjg'E- h» 
der auch gleich dem gesuchten Atmosphärendruck ist,denn O0 liegt in 
gleicher Höhe wie die freie Oberfläche, welche mehrfach schon als Iso- 
barfläche erkannt worden ist.-Hier sei hervorgehoben, daß eine Druck- 
messung gegen das Vakuum als Absolutdruckmessung bezeichnet wird.-In 
der Meteorologie ist der Normaldruck der wo. mit h, = 760 mm 
‘Hg festgelegt,was mit ° He = 13 590 kg/m” einen Normaldruck von 


p. = 13 590.9,81.0,76 = 1,0132.10° Pa = 1013,2 mbar ergibt. 


Man nehem nun an,daß beim Einfüllen des Quecksilbers etwas Wasser 
wegen der nassen Rohrwand in die Torricellische Leere gelangt ist.- 
Wie wird hierdurch die Messung des Atmosphärendrucks verfälscht bzw. 
mit welcher Korrektur müßte man’ arbeiten? 


Lösung: 
Jede Flüssigkeit besitzt für ihre Momentantemperatur einen individu- 
ellen Dampfdruck.Das Wassertröpfchen wird also verdampfen,d.h.: der 


Druck im Fußpunkt O setzt sich aus p, 
men: 


= Ppampf und S yg&-R, zusan- 


Po ” Pp to pe&-, . 
Damit man eine Vorstellung von der Größenordnung der Meßkorrektur be- 
kommt,werden einige Dampfdruckdaten angegeben: 


0 20 30 40 
12,27 23,37 42,43 73,75 
92 03 153 3181 5531 


Fazit: Beim Einfüllen des Quecksilbers muß auf eine trockene Rohr- 
innenwand besonders geachtet werden! 


6.Beispiel 


Auf der Flüssigkeit,die sich in einem geschlossenen Behälter befindet, 
lastet ein Gaspolster vom Absolutdruck Po ‚Das Gefäß weist neben ei- 

nem Standglas auch ein Steigrohr auf,Bild 6-7. 

Man ermittle den absoluten Gasdruck,wenn folgende Meßdäten vorliegen: 

O „= 1000 kg/m ; h=2m; p, = 1 bar. 
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Lösung: 


Po Die Ebene N-N erfüllt als erste, 
von oben her betrachtet,die Be- 
dingung der vollständigen Berüh- 
rung mit der Flüssigkeit.Alle 
weiteren Ebenen darunter erfül- 
len natürlich ebenfalls diese 
Bedingung.-Die Ebene N-N ist ei- 
ne Isobarebene;man wählt sie des- 
halb als Referenzebene ‚weil dort 
der gesuchte Druck p, vorherrscht. 
Po, =9@y&.h + P, 

ps} = 1000:9,81.2 + 1.10° 


= 0,11962.10° Pa 


(eo) 
fo 
| 


p, = 1,1962 bar. 


Die Wassersäule mißt übrigens 
gerade den Atmosphärenüber- 
drück Oyr&-R = 


BILD 6-7 


7.Beispiel 


In Bild 6-8 wird eine Differenzdruck-Meßanordnung gezeigt.In der Kup- 

pe der Leitung,welche die beiden Behälter meßtechnisch verbindet,wird 

Preßluft eingegeben,und zwar über den Hahn Ha. 

a) Welche Rolle spielt der Hilfsdruck Pz bezüglich der Auswertung der 
Meßwerte?- 

b) Welcher Differenzdruck besteht zwischen den beiden Gasdrücken pP] 


und p,,wenn man folgende Werte kennt: 
@, = 1000 kg/m? ; @, = 900 kg/m?’ ; h =-0,5n? 


c) Wie ändert sich die Säulendifferenz Ah bei Variation des Sperr- 
Juftdruckes Px 7 


d) Was geschieht,wenn der Hahn Ha so lange geöffnet bleibt,bis die Luft 
verdrängt ist,und wenn er danach wieder verschlossen wird? 


Lösungen: 


a) Rolle von Pp,: 


Für die beiden Gasdrücke erhält man mit dem bisher Gesagten: 


pP] = m +98. 5; 


Bam De Sees 
EN, Px 


Durch Subtraktion die- 
ser beiden Gleichungen 
ergibt sich für den an- 
gestrebten Druckunter- 
schied: 


A pP=p]-Py”=&- (7 . h\-% eh, ) . 


Diese Ergebnisgleichung 
enthält den Hilfsdruck 
p, nicht mehr.Das heißt 
doch: Für die Auswer- 
tung der Meßergebnisse 
ist die Größe von Pz 
nicht erforderlich! 


b)Ap: 


SESEEEEEEES Mit den Zahlenwerten be- 


kommt man aus dem oben 


SL ELER 


BILD 6-8 
ermittelten Zusammen- 
hang: 
Ap = 9,81.(1000.0,9 - 900.0,5) = 4,4145.10° Pa = 0,044 bar. 
c)Ah = f(p,): Geometrische Beziehungen lauten: h+h/=h,+Ah ;mit 
den Druckgleichungen aus Position a) folgt: 
Pı=P P,-P p p p ı 1 
Ah = huth-h,= hut I _ ZI n+- - +2.(—---). 
8-9] 8.9, 8.1 50 da 


Hierin sind alle Größen bis auf&Ah und Px konstant.Die Säulendiffe- 


renz Ah ändert sich also linear mit dem Hilfsdruck p,'-Mit größerem 


Pz wächst wegen der höheren Meßempfindlichkeit auch die Meßgenauig- 


keit.Übrigens ist bei Gleichheit der DichtenAh von Px unabhängig. 


d) Bei geöffnetem Hahn Ha wird die Iuft,von jeder Behälterseite aus- 


gehend ,verdrängt,bis Flüssigkeit herausgepreßt wird.Schließt man 


nun den Hahn,dann wird so lange Medium 1 von links nach rechts 


(Bild 6-8) fließen,bis es zum Druckausgleich in den beiden Behäl- 


- 58 - 


tern gekommen ist.Zur Vermeidung dieses Umstandes verwende man die 
beiden unteren Hähne Hl und H,. 
8.Beispiel 


Zwei Meßapparaturen gestatten die Bestimmung der Dichte einer Lösung 
SL im Vergleich mit des- 
tilliertem Wasser © ,Bild 
6-9.-In Pos. a wird mit 
lIuftüberdruck- und in 
Pos. b mit Iuftunter- 
druck gearbeitet. Angaben: 
h=0,2m; h,=0,15n; 
® = 1000 kg/m ?,-Man be- 
stimme: 


Fi | 
z Y a) die Dichte einer Salz- 
=. lösung 9, mit dem Über- 


EEE TI IE 


‘ druckverfahren; 
e 
ö e b) ebenso,aber mit dem 
. Unterdruckverfahren. 
N) 
Lösungen: 


b BILD 6-9 
a)? , „: Bei geschlosse- 
BEL. 
nen Hähnen DV 
gieße man links Wasser 


und rechts die Salzlösung 
ein.Bringt man nun den 


o Behälter in Verbindung 
r G “ mit den U-Rohren,dann 
® .. 
/ x ra steigen wegen des Über- 
»e i 
IRv, z x y druckes p_ die Flüssig- 
A|: REKRX x 
DE N ROEKR keitssäulen verschieden 
| I, % X hoch.Es gilt: 
A > II LN des a — _ 
EKLKKREELL KICK ERST, p Ah PzTP o* e .8° h und 


Ppp=Py=P+-8-h, ‚wo- 
raus sich ergibt: 
P, = P.h/h, = 1000.0,20/0,15 = 1333,3 kg/m”. 


b)P, ig Zum gleichen Ergebnis gelangt man,indem man mit der Gummi-. 
: 
blase (Bild 6-9,Pos. b) einen Unterdruck erzeugt und die 
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Flüssigkeiten hochsteigen 1äßt.Diese Meßmethode ist praktischer. 


9,Beispiel 


‚Das Schema eines Druckverstärkers wird in Bild 6-10,Pos. a,gezeigt. 
Der Wirkungsgrad 
wird auf Grund 


quasi-statischer 
Arbeiten folgender- 
maßen definiert: 


BILD 6-10 (6-7). 
Man bestimme für 


d.= 100 mm und d 


1 Pan 20 mm bei Pay * 10 bar: 


a) im verlustlosen Fall den Überdruck am Ausgang p,, 493 

b) den Überdruck Pu> für den Fall,daß die Verluste mit 7= 0,9 be- 
rücksichtigt worden sind. -Der Einfluß der Erdschwere darf ver- 
nachlässigt werden (vgl. Abschn. 6.4). 


Lösungen: 


a) p.. bei 7= 1 : Das Kräftegleichgewicht am freigemachten Kolben 
ü2 
(Bild 6-10,Pos. b) führt zu: 


=p Ze 10.(100/20)* 
Bu2: =, : 


250 bar . 


gr 
Po = N Pay — = 0,9.250 


225 bar . 
— A, z—— 


10.Beispiel 


Das Schema einer hydraulischen Presse (Bramah,1796) ist aus Bild 6-11 
_ zu ersehen.Beim Aufwärtshub des Tauchkolbens 1 öffnet Ventil V, ‚und 
der Atmosphärendruck P, drückt Öl in die rechte Pressenkamner. Beim Ab- 
wärtshub schließt Ventil V ‚der Öldruck öffnet Ventil V,,durch wel- 
ches das Öl unter den Lastkolben gelangt.-Üblicherweise gibt man den 
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Wirkungsgrad in der Art an: 


(FL/F) peal 


u N BEBN. (6-8). 
(F/Fy)tneoretisch 


BILD 6-11 


a) Man bestimme das Kräfteverhältnis F/F ohne Verluste; 

b) im Falle mit Verlusten; 

c) man vergleiche die Kraftverstärkung auf Grund der Hebelwirkung 
mit derjenigen der hydraulischen Übersetzung,und zwar im theore- 
tischen Fall.Die Daten hierzu lauten: d]= 20 mm; d,. = 160 mm; 

a/b =1,.15 = 0,8. 


d) Das gleiche Funktionsprinzip liegt beim hydraulischen Wagenheber 


2 


vor.-Wie groß muß die Handkraft F, sein,wenn bei einer PKW-Rei- 
fenpanne näherungsweise ein Viertel des PKW-Gewichtes überwunden 
werden muß?Die Gesamtmasse des PKWs beträgt m = 2000 kg. 


Lösungen: 


a) (issue : Das Momentengleichgewicht am freigemachten 


Hebelarm lautet: 


= „mt en 
DM = -Fri.a + Fb = 0 


H 
ER (1) 
FF, = —.F ; 1). 
| Kl a H 
t i 
Die Kraft -F = F,. wirkt über den Kolben 1 auf die Flüssigkeit ein, 


| Kl Kl 
so daß sich im Flüssigkeitsraum ein Zusatzdruck Ap aufbaut (vgl.Abschn.,, 


650% Ap=Fa/h -» (2). 


re 


Der Druck Ap baut sich übrigens.nur deshalb auf,weil durch den Wi- 
derstand F, der Flüssigkeitsverschiebung entgegengewirkt wird.Nach 

dem zweiten Pascalschen Hauptsatz breitet sich ,hier im quasi-statischen 
Zustand ‚der DruckAp aus bis unter den Lastkolben.Die anzuheben- 


de Last beträgt demnach: Bi =APr. A, f (3). 
EEE | 


Aus den drei Bestimmungsgleichungen erhält man für das Kräftever- 
hältnis: 


(6-9). 


Mit den Zahlenangaben folgt: 


za 2 
( FJ / Fa Ieis = Rasa = 320 . 


nun 
en —— 


b) (FL/F) .Mit 01.(6-8) tolet: 


real 


= 0,85.320 = 272. 


( Pr/ Fr Ineal 


c) Vergleich der Verstärkerwirkungen: 


Die Hebelübersetzung bewirkt eine Kraftverstärkung von 5:1;die hydrau- 
lische Verstärkung liegt im Quadrat des Durchmesserverhältnisses be- 
gründet und ist deshalb viel wirksamer : 64:1.-Die gesamte theore- 
tische Verstärkung beträgt 5.64 = 320 |! 


Das PKW-Gewicht berechnet sich mit G1.(2-8) zu: 
F,=m.g= 2000.9,81 = 19,62.10°N. 
Ein Viertel davon geht als Fl weiterhin in Rechnung.Mit den Realdaten 


aus Aufgabenposition b) erhält man für die notwendige Handkraft: 


m 3 _ 
Fa real = 19,52.10°/ (272.4) = 18,033 N. 


11.Beispiel 


Ein mit Öl gefülltes Spurzapfenlager,Bild 6-12,wird axial mit. F=20kN 
belastet.Die Dichtmanschette wird durch den sich einstellenden Öl- 
druck auf einer Länge von h = 50 mm an den Zapfen angepreßt (d=100 
mm).-Der Reibwert zwischen Ledermanschette und Stahlzapfen betrage 
M= 0,2 !- Man ermittle: 


a) den Zusatz- bzw. Überdruck im Lager bei Vernachlässigung des 


2 


Schwereeinflusses; 


b) das bei Drehbewegung zu überwindende Reibmoment,wobei auf die 
Bremswirkung zwischen Stirnzap- 
fenfläche und Öl verzichtet wird. 


Lösungen: 

a) A p: Die Gesamtkraft in Wel- 
u lenachse wird durch Ap.A 

im Gleichgewicht gehalten.Damit 

folgt: | 

A p=20.10°.4(7.0,1)°= 25,46 bar. 


b M, : Das Reibmoment berechnet 
7” man mit: 


-p IL ESTER d 
Re Bere ar (6-10). 


M, = 0,2.25,46.10°.X7.0,1.0,05.0,05 = 400 Im . 


12.Beispiel 


Differenzdrücke lassen sich mit der Ringwaage messen,Bild 6-13.-Man 


a 


BILD 6-13. 
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bestimme den Schwenkwinkel X ,wenn folgende Angaben gemacht werden: 
D=80 mm; d=6 mm; Ss = 70 mm; Fu =1N; pP] = l bar; pP) = 0,7 bar. 


Lösung: 

Zur Eichung läßt man das Gerät unter gleichen Drücken p,=p,=p, (At- 
mosphärendruck) stehen und macht Zeiger und Skalennullpunkt deckungs- 
gleich (Bild 6-13,Pos. a ).-Sind die beiden Drücke verschieden,dann 
dreht sich der ringförmige Glaskörper der Ringwaage (Bild 6-13,Pos. 
b-).Die Ebene AB ist eine Isobarfläche,weil sie in jedem Schenkel des 
kommunizierenden Systems die Flüssigkeit trifft.Dafür gilt die Druck- 
gleichheit: pP] = pP, +p.Eh . (1). 

Das Momentengleichgewicht bezüglich des ea O lautet: 


das Gewicht der schraffierten Flüssigkeitssäule errechnet sich zu: 
; 2 | 
Fo = (7/4).d .9.g.h ) (2). 


Das entspricht äber gerade der Differenzdruckkraft F_.-Mit den Be- 
ziehungen (1) und (2) folgt aus der Momentenbeziehung (la) : 


7.3.2. (p] = P,) 


sinX = (6-11). 


8.8.F5 
Unter Verwendung der genannten Zahlenwerte folgt aus dieser Glei- 
chung: 
sinX = (7.0,006°.0,08.0,3.10°)/(8.0,07.1) = 0,4847 

KA= 29 , 
Die Dichte hat auf die Messung keinen direkten Einfluß,nur auf die 
Baugröße. 


13.Beispiel 


Das Krellsche Mikromanometer ist in Bild 6-14 zu sehen.-Man ermittle 
den Differenzdruck,wenn man vom Gerät und der Messung folgende Wer- 
te kennt: D = 100 mm; d= 6 mn; s,= 187 mn; = 15°, als Meßflüssig- 
keit ist Äthanol eingefüllt mit einer Dichte von &, = 794- kg/m” bei 
288 K und einem Ausdehnungskoeffizienten ß =1,1.10 ” 1/K;die Tempera- 
tur im Labor beträgt 298 K.-Man ermittle: 


a) den Druckunterschied und gebe einen Hinweis bezüglich 
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b) der Ablesemethode und 
c) der Ablesegenauigkeit. 


Lösungen: 

a)Ap: 

Über die Stellschrauben S bringt man das Gerät in Horizontallage 

und das Meßlineal in Nullposition auf dem Niveau AB,solange die Druck- 
anschlüsse gleichen Druck führen,hier den Atmosphärendruck Po* 

Werden nun die Druckmeßleitungen angeschlossen,dann kann die Messung 
beginnen: Der größere Druck P] 1äßt Flüssigkeit im Schrägrohr auf- 
steigen,und man liest die Meßlänge 5, ab.Die Isobarfläche CD läßt fol- 
gende Druckgleichheit zu: 


pP], = P, +p.e.h A 
Hierbei läßt sich der effektive Spiegelunterschied mit 

h=s .sin« (2) 
bestimmen,wobei zudem gilt: 

FD - s ).sinX = 7 5 (3) „ 

A w 8 A 8 


was aus der Gleichheit der verdrängten Volumina folgt.Damit ergibt 


RK KTKITTFT EL VELTDLLEREHRRKTKHTRTT 


8D BILD 6-14 


sich nun die wirkliche Säulenlänge zu: 
= 8.(1+ —) 2% 
„8 D° ‚sinx 


Mittels der Beziehungen (1) und- (2) ergibt sich ein geschlossener 
Ausdruck: 


Zieht man zudem den Temperatureinfluß in Betracht,so kann man un- 
ter Verwertung der Erkenntnisse in Beispiel 1 aus Abschn. 2.9.2 
angeben: 
re d 
Ap ee, .( ja U: ERBEN-ER- ERBEN. ).8,.sina (6-13). 
14/3. A7 D° ‚sin 


Das Einsetzen der Zahlenwerte ergibt: 


9,81.794 0,006° : 
Ap = ———— „ (1 — ).0,187.sin 15° = 378 Pa. 
==  271110.10”?.10 0,1°.sin 15° = 


b) Ablesemethode: 


Um den Fehler des Kapillaritätseinflusses am geringsten zu halten,ist 


es empfehlenswert,senkrecht zur Rohrwand,also in Richtung AB,abzulesen 


(Bild 6-14,Pos. b). 


c) Ablesegenauigkeit: 


Je kleiner der Neigungswinkelol ist,desto genauer werden die Meßlängen 
s_ abgelesen.Der relative Fehler As/s_ reduziert sich,wobei As den 
absoluten Ablesefehler bedeutet. 


14.Beispiel 

In einem U-Rohr,Bild 6-15,befinden 
sich zwei nicht mischbare Flüssig- 
keiten von den en 2,]= 900 kg/m? 
und®, = 1100 kg/m? .Man bestimme den 
Höhenunterschied der beiden Oberflä- 
chen,wenn die Säulenlänge der leich- 


ten Flüssigkeit h, = 0,5 m beträgt. 


N 
N 
\ 
N 
N 


Lösung: 


TTELELZEESSSSSS 


Va 
d/ 
> 


Die waagerechte Ebene EF ist eine 
Niveaufläche (z=const) und gleich- 
zeitig auch eine isobare Fläche (p= 
BILD 6 -15 *  eonst).Eine-Isobarfläche ist u.a. 


RR = 


‘auch dadurch gekennzeichnet,daß sie unter sich nur gleichartige Flüs- 
sigkeit kennt!-Die Druckgleichheit in EF lautet: Pp = Pr ‚Also gilt: 


P.+ 8.9,-hı =p, + 8-9 oh, ; h, = h..(9,/9,) i 


Damit läßt sich für den Höhenunterschied anschreiben: 


h= h,-h,=0,5.(1 - 900/1100) = 0,0909 m = 90,9 um . 
15.Beispiel 


Ein U-Rohrmanometer werde nach der Art des Bildes 6-16 mit zwei nicht 
mischbaren Flüssigkeiten gefüllt.-Es ist eine einfache Beziehung 


= 
_ 
sO 
19 


SEN 


7 
7 
/ 
Y 
z 
; 
7 
2 
7 
9 


G; 
y4 
III ZITLLZ 
BILD 6-16 


zwischen den Gerätegrößen,der Säulendifferenz h der schweren Flüssig- 
keit und dem Druckunterschied Ap herzuleiten!-Folgende Angaben wer- 
den gemacht: 9,= 900 kg/m? ; 9, = 1000 ke/m>; Ap = p, - D, = 200 Pa; 
D=10m; d=8m [28]. 


Lösung: 


Die Eichung wird bei Atmosphärendruck in jedem Gerätezweig vorgenom- 
men;sie führt zum Niveau AB,wonach sich dann die folgenden Zusamnmen- 
hänge ergeben (Bild 6-16,Pos. a ): 
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Nach der Eichung werden die beiden Meßleitungen angeschlossen.Da 
man voraussetzt,daß P]>P, sei,stellen sich die Verhältnisse ein, 
wie sie in Bild 6-16,Pos. b,festgehalten sind.Mit CD als Isobarflä- 
che stellt sich folgende Druckgleichheit ein: 


pP] + 8.9 ,.+h, =, + 8-.9,.N + 8.9, +, 5 


pP] = Pu = 8.-(P..h +P,.h, -Py-h, ) (1). 


Zur Verminderung der Anzahl der Unbekannten: h;h,;h, wird eine Volu- 


menbilanz herangezogen: 
7.D°. Ah, /4 = 7 .a@cn/4 ; damit ergibt sich: 
An ser le/D) ch (2). 


Weiter folgt: u 
h+h,=h, + 2.Ah, und 


h,-b,=h-2.Ah (3): 


Man eliminiere die zusätzliche Unbekannte Ah, mittels der Beziehung 


l 
(2),und man erhält: 


hı 6, 


was zusammen mit der Beziehung (1) zu folgender Gleichung führt: 


= h-2.(ä/D).h =. | 1-2. (a/n)?] (4), 


yo 
8.|P2- P,.(1-2.0°/0) 


Die Zahlenangaben führen zu folgendem Ergebnis: 


(6-14). 


200 


9,81. | 1000-900. (1-2.0,0082/0,1?)) 


h =182,8m. 


Zu diesem Meßinstrument sollen noch ein paar Bemerkungen gemacht 

werden: 

- Obwohl hier die Druckdifferenz sehr klein ist,wird sie doch mit 
einer relativ großen Flüssigkeitssäule gemessen.Das Meßinstrument 
ist also sehr empfindlich. 

- Worauf ist diese Empfindlichkeit zurückzuführen?-Die Säulendiffe- 


renz ist umso größer bei einer gegebenen Druckdifferenz,je kleiner 
die Differenz der Dichten 2] und 9, ist,und je größer der Durchmes- 
ser D gegenüber dem Durchmesser d ist. 
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- Um eine noch größere Genauigkeit des Meßinstruments zu erlangen, 


werden Meßrohre nicht mehr vertikal angeordnet,sondern schräg 
(Bild 6-14). 


- Für alle Differentialmanometer gilt: Der Druckunterschied P=P] Po 


kann auch als Unterschied der Überdrücke gemessen werden. 


Pay Pin = (PıPoI(Pa-P,) = P4-P5 = Ap 


(6-15). 


- Ebenso gilt: Der negative Druckunterschied ist gleich der Differenz 


der Unterdrücke: 


Pur“Pu2 = (PB, =D, )- (Po=P) = -(p]=P2) =-Ap (6-16). 


16.Beispiel 


Zur Meßbereichserweiterung eines Manometers werden U-Rohrmanometer 
in Serie geschalten,wie es Bild 6-17 zeigt.Die Konzeption verlangt 


” 


I 
w” 


ı 
p® 


en 
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BILD 6-17 


die Verwendung unterschiedlich schwerer Flüssigkeiten. Im vorliegen- 


den Beispiel verwendet man Quecksilber und Wasser, 


Wie groß ist der Überdruck in einem Gasbehälter,wenn mit a sol- 


chen ee gemessen wird?-Angaben: Se 13 590 kg/m”; 


er 1000 kg/m’; =1,1 m;h.= 1,2 m; hz= 1,53m; h, = 1,4; h 


27 2 4 57 


Lösung: 


Bezüglich der drei Isobarflächen kann man folgende drei Druckgleich- 
heiten aufstellen: 


Pan = Po + &-Pya-hı = Px + 8-Pyeho (1); 
Pag = Py + 8. One Be ey (2); 
Poc = Pu + Po = PP, +8&- Ip Rs (3). 


Durch Elimination der unbekannten Drücke p, und Py aus diesen drei 


Beziehungen erhält man: 


(6-17). 


Die Zahlenrechnung führt zu dem Ergebnis: 


Pi; = 9,81.13590. (1,1+1,3+1,5)-9,81.1000.(1,2+1,4) = 4,944 bar . 


Diese Meßvorrichtung ist deshalb so praktisch,weil die Höhe eines 
einzelnen Meßrohres stark verkleinert wird! 


17.Beispiel 


Zur Messung vieler relativ geringer Über- und Unterdrücke (z.B. bei 


b; Für Fuz a nu Aus Füs we nüs 

| A ||: 

| | G | 

| / AN: 5 

ach= "Mh. wg IR :Lly Js 
ur r Ri Are Are TODN 
4 4-7 HHin le 
VOL] 


BILD 6-18 


Windkanalmessungen) eignet sich das Vielfachmanometer,Bild 6-18. 


Ele 


Nullniveau ist die Ebene AB,auf der überall der Atmosphärendruck las- 
tet.-Beim Meßvorgang ändert sich das Vergleichsniveau auf CD als Re- 
ferenzebene.Das kommunizierende System erlaubt eine einfache Ernitt- 
lung der Differenzdrücke.-Man bestimme die Über- und Unterdrücke zu 
folgenden Messungen: 

9 = 800 kg/m’; h)= 150 m; h 


h.= -220 mn; h,= 70 mm; h 8 


Diese Messung möge fotografisch festgehalten worden sein! 


„= -200 mm; h,= -350 mm; h,= 180 mn; 


| 4 
= -430 mm; h,= 140 mm.. 


Lösungen: 


Für. jedes Meßrohr gilt entweder p, = g.p.h oder p, = 8- o.(-h). 


Pa ” 9,81.800.0,15 = 1 177 Pa; Pu2 = 9,81.800.(+0,2) = 1 570 Pa; 

Puz = 9,81.800.(+0,35)= 2 747 Pa; p,4 = 9,81.800.0,18 = 1 413 Pa; 

Pu5 = 9,81.800.(+0,22) = 1 727 Pa;p,,. = 9,81.800.0,07 = 549 Pa; 

P7 = 9,81.800.(+0,43) = 3 375 Pa;p,,g = 9,81.800.0,14 = 1099 Pa. 
an : RR 
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7. !' BERECHNUNG DER DRUCKKRÄFTE IN DER HYDROSTATIK 


7.1. Allgemeines 

In 61.(4-4) ist gezeigt worden,wie man eine Druckkraft zu berechnen 
hat.Der Betrag des Normalenvektors ist die dimensionslose arithme- 
tische Einheit.Das Integrationsgebiet (A) ist ein beliebiger Teil 


Die Gestalt dieser Fläche wird durch ihre Gleichung angegeben: 


Durch Gradierung der Flächenfunktion ergibt sich der Gradientvektor 
der Fläche,welcher bekanntlich senkrecht auf der Fläche steht.Divi- 
diert man ihn durch seinen Betrag,dann ergibt sich der Normalenvek- 
tor als Einheitsvektor! 


(7-2). 


ee 2 


p (x,y,z) ist der absolute Druck als stetige und eindeutige Funktion. 
G1.(4-4) 1äßt sich nun folgendermaßen entwickeln: i Mr 


(7-3). 


' Im kartesischen Koordinatensystem läßt sich die Druckkraft nunmehr 


_ in Komponentenform darstellen: 
F = i.F + j+F + Ks; (7-4). 


In den nachfolgenden Abschnitten werden einige Sonderfälle zur Druck- 
kraftbestimmung gezeigt. 


1,2, Druckkräfte auf ebene offene Flächen 


7.2.1. Theorie 


Da.der Normalenvektor einer ebenen Fläche eine konstante Größe ist, 
kann man ihn aus dem Integranden der Gl. (4-4) herausziehen: 

> i 

n \pla,y,2).aa (7-5). 


7.2.2. Beispiele 


1.Beispiel 

Es ist die Überdruckkraft auf den Seitenwandausschnitt Ä einer schrä- 
gen Behälterwand gesucht,Bild 7-1.Die Orientierung wird mittels eines 
x,y-Koordinatensystems vorgenommen.Die wahre Größe von A ergibt sich 
durch Umklappen der Seitenwand in die Bildebene. 


Lösung: 


Der Überdruck Pı; = P-P, = 8. 9.h führt mit der Tiefenlage h=y.sinx 
zur Überdruckkraft in der Form: 


— __.> 


en = ze. 9 .y.sind .aA . 
(A) 


BILD 7-1 


Zieht man noch weitere konstante Größen vor das Integral,dann folgt: 


(7-6). 


.Der Ausdruck: 
(7-7) 


‚stellt das statische Moment der Fläche A bezüglich der x-Achse dar. 
Hierbei versteht man unter Vs die Ordinate des Flächenschwerpunktes. 


Mit seiner Tiefenlage h„ = Yysin& erhält man für die Überdruckkraft 


NS 


(7-8). 


Zur Richtung dieser Kraft ist zu sagen,daß sie senkrecht zur ebenen 
Fläche steht;die Kraft ist übrigens von der Flüssigkeit zur Fläche 
hin orientiert.Der Betrag der Überdruckkraft lautet: 


(7-82) 


mit Pas als dem Überdruckwert im Flächenschwerpunkt. - Der Angriffs- 
punkt der Kraft ist nicht im Flächenschwerpunkt zu suchen,und zwar 
wegen der Druckverteilung auf Grund des Schwereeinflusses.Der Momen- 
tensatz von Varignon hilft hier weiter: 
Das statische Moment der Resultierenden ist gleich der alge- 
braischen Summe der statischen Momente der Einzelkräfte! 


Wendet man den Momentensatz einmal bezüglich der x-Achse und einmal 


Ta 


für die y-Achse an,dann erhält man zwei Bestimmungsgleichungen für 
die beiden Unbekannten X) und Yn,die beiden Koordinaten des Druck- 
mittelpunktes,wie der Angriffspunkt auch noch genannt wird. 


F [ Vals D .sinxX .y.dA= Yy-&- 9 Jg. sind „A =p .g.sinX „[y°.au 


4-Yp = 
= (A) (A) 


F jeXp ” rs DO .sinX .y.dA= xy.&. p Yg- sind A =p .g.sinol ee 
A A 


Die Ausrechnung dieser beiden Gleichungen führt zu folgenden Aus- 


drücken: 


(7-9), 


womit sich die gesuchten Koordinaten bestimmen lassen.Unter Try ist 
das Zentrifugalmoment der Fläche A zu verstehen; I, gibt das Flächen- 
trägheitsmoment bezüglich der x-Achse ab.- Die Berechnung von I, 

und I. wird durch Anwendung 
des Steinerschen Satzes er- 
leichtert.Er stellt eine Be- 
ziehung her zwischen dem be- 
reits eingeführten xy-Koordi- 
natensystem und einem dazu 
achsparallelen Schwerpunkts- 
system mit den ÄAchsenbezeich- 
nungen x' und y',Bild 7-2.Da- 
mit kann man die G1.(7-9) un- 
formen zu: 


(7-10). 


Daß man nur die Überdruckkraft bestimmt hat und nicht die Absolut- 
druckkraft,hat seinen Grund darin,daß der Absolutdruckkraft 

F. ve )aaA 7 aa z| ee er i fi 
az n PotPi — Po° +n Pi; ‚„ die ja von innen au je 

—u- 
F 


Wand wirkt,eine Atmosphärendruckkraft von po 


m 
=-n P,-adA entgegen- 


270 = 


\ wirkt.Somit bleibt als Resultierende dieser beiden Druckkräfte nur 


ıF . übrig! 


f 
} 
| 
l 
} 
i 
{ 


pu 
zn 


2.Beispiel 


Man berechne die Kraftwirkung auf eine ebene Wand in einem isobaren 
Raum! 


Lösung: 


Da für das vorgelegte Kontrollgebiet nunmehr die Identität p(x,y,z)= 
const gilt,läßt sich die G1.(4-4) noch weiter vereinfachen,indem man 
nämlich auch p vor das Integralzeichen setzen darf: 


(7-11). 


Der Betrag ist das einfache Produkt p.A;die Richtung wird selbstver- 
ständlich durch den Normalenvektor vorgegeben und ist aus dem Fluid 
heraus auf die Wand hin gerichtet;interessant ist hier die Feststel- 
lung,daß der Druckmittelpunkt mit dem Flächenschwerpunkt zusammen- 
fällt.Fazit: Auf diese Weise werden alle Gasdruckkräfte und alle Flüs- 
siekeitsdruckkräfte,sofern man hier den Schwereeinfluß vernachlässi- 
gen darf,berechnet! iıy uni: 


3.Beispiel 
Es ist die Überdruckkraft für die ebene vertikale Seitenwand eines 
Wasserbehälters auszurechnen.Die rechnerische Lösung,die mit den An- 
gabenp= 1000 kg/m, 
h =3 mund b= 4m 
b anzustreben ist,soll 
x anschließend noch 


/ | 
. 1 f. 
@& grafisch ausgewertet 
h 7 I h.= h . 
/ / u] werden.In beiden 
/ / Sa Fällen ist auch der 
a een 1 Du ——n 
a x  Druckmittelpunkt zu 
/ HN, —— Di bestimmen,Bild 7-3. 
’ ' : h 
| & 
| 


NS 


denendendee hen nd enden nd na rn ed 


y y’Y BILD 7-3 


Lösungen: 
a) Rechnerische Lösung: 


Mit Hilfe von G1.(7-8) 1äßt sich der Betrag der Überdruckkraft auf die 
Seitenwand ermitteln: 


F u” 8. O.h,.A= 9,81.1000.1,5.3,4 = 176,58 kN . 
Aus Symmetriegründen ist X) = X, =2 nm ; dies folgt direkt aus Gl. 
(7-10). are 
Die zweite Beziehung dieser Gleichung liefert die Ordinate des Druck- 
mittelpunktes: 
bh b.h? 2 3 
=— + et: — :=:1,5 + — = 
2 12 h,.b.h 6 


I 


x! 


Jn” Yatr 


en 


b) Grafische Lösung: 


Das links 'am Behälter angegebene Dreieck (Bild 7-3) deutet den linea- 
ren Druckverlauf an.Die Dreiecksfläche entspricht gerade der Über- 
druckkraft bei einer Breite von b = 1 m,wenn man bedenkt,daß gilt: 


2 | 
Ei =(p,.da = 8.9 .v( yAyı  Foy = 8-9 .b.h/2 . - Was den Druck- 


mittelpunkt angeht,so kann gesagt werden,daß er in einer Tiefe von 
273::% h, liegt,wonach er auf dem gleichen Niveau liegt wie der Schwer- 
punkt der Dreiecksfläche.Zur Erinnerung ist angedeutet,daß man den 
Schwerpunkt eines Dreiecks als den Schnittpunkt zweier Seitenhalbie- 
renden erhält. 


4.Beispiel 


Eine Reihe verschiedener Gefäße gleicher Bodenfläche ist mit einer 
Flüssigkeit von der Dichte @ bis zur Höhe h angefüllt,Bild 7-4. 
Wie unterscheiden sich die einzelnen absoluten Bodendruckkräfte? 


Lösungen: 


Der Einsatz von G1.(7-4) ergibt: 


Ä 
BILD 7-4 


"' Daraus folgt mit den gemachten Annahmen,daß die Bodendruckkräfte hier 
| alle gleich groß sind,obwohl die Gewichtskräfte des jeweiligen flüs- 
‚|sigen Inhalts verschieden sind.Man spricht hier vom hydrostatischen 
.'Paradoxon (auch Stevinus-Paradoxon genannt). 


5.Beispiel 


Man bestimme die Über- 
druckkraft auf ein senk- 
rechtes Wehr,das einen 
Kanal von dreieckigen 
Querschnitt versperrt, 
Bild 7-5,und zwar der 
Größe und Lage nach.An- 
gaben: 2 = 1000 ke/m’; 
b=2m; h=5n. 


Lösungen: 


Die G1.(7-8) führt zum 
Betrag der Kraft: 


002,3 
F u=9,81.1000.1. 2 


BILD 7-5 


= TE 


Die Ausrechnung ergibt  ü = 29,43 kN .„ -— Aus Symmetriegründen 
gilt nach 61.(7-10): x = x. =,0 .- Für y, erhält man: 
D S D 

h- b.h’/36 h 
N = — = 1,5 ım . 
ae 3 h.b.ah 2 

3 2 

6.Beispiel 


Bin zylindrisches Gefäß wird bis zum Rand mit Wasser gefüllt,durch 
eine Glasplatte verschlossen und dann umgestülpt.-Unter welcher Be- 
dingung fließt das Wasser nicht aus,Bild 7-6 ? 


ey} 
c 
p2 
no Ic) 
BILD 7-6 
Lösung: 
Im Gleichgewichtsfall gilt folgende Druckbilanz: 
PR, = pP, +&.po.h (1); 
desgleichen gilt für den freigemachten flüssigen Körper (Bild 7-6, 


Pos. b): E = : 
Bis =Py te - Pam 5 


mittels der Datenbeschaffung folgt: 


2 
r .h =:O ‚„ was zunächst das obige 


Druckgleichgewicht bestätigt!- Das Gleichgewicht an der freigemachten 
Glasplatte führt zu folgender Gleichung (Bild 7-6,Pos. c) : 


2. Fz "Ft F 2 u Fo ag 


wenn man unter Fa das Gewicht der Glasplatte versteht.Nach der Daten- 
verwertung folgt: 2 


Fu = , (Pu) (2). 


Wenn man normalerweise das Plattengewicht Fa und die Behälterhöhe 
vorgibt,dann ist mit Beziehung (2) der Absolutdruck pP, ZU ermitteln, 
welcher mit der Beziehung (1) den Wert für den Absolutdruck pP, ver- 
ursacht.Wenn P] S Prayitation Bil4 2-3) ‚dann ist der Grenzfall des 
Plattenabfalls gekommen!-Bei dieser Systembetrachtung sind Platten- 
gewicht ,Gefäßdurchmesser,Gefäßhöhe und der Atmosphärendruck von Ein- 
fluß, 


7.Beispiel 
Ein rechteckiger Gleitschütz vom Gewicht Fa = 5 kN soll hochgezogen 
werden,Bild 7-7.Die Wassertiefe wird mit h = 1,5 m und die Kanalbrei- 


te mit b= 3 m angegeben.Der Rei- 
bungskoeffizient zwischen Gleit- 


y schütz und Laufbahn beträgt 4=0,3.- 
ß Man bestimme die notwendige Hub- 

8 & 

A kraft F_! 

7 z 

7 

7 Lösung: 

u 


Das Gleichgewicht des freigemach- 


ten Schützen ist in nachstehender 


BILD 7-7 


Gleichung gegeben: 


Pa 


das Coulombsche Reibungsgesetz liefert Fr = A. F4,wobei F, die nor- 


N 7: 
male Anpreßkraft ist,und zwar von der Größe der hydraulischen Über- 


druckkraft F Diese Kraft ergibt sich mit G1.(7-8) zu: 


TO 


Fu 9,81.1000.0,75.1,5.3 
Han dann für F_ notieren: 


E 
zZ 


33,109 kN „-Mit diesem Zwischenwert kann 


5 + 0,3.33,109 = 14,93 kN . 


8.Beispiel 


Ein Staudamm,dessen Qerschnitt ein rechtwinkliges Dreieck ist,wird 
aus Beton gebaut (E5 = 2250 ke/m” ).-Man bestimme das Verhältnis 
h/c,Bild 7-8,50 daß das Stand- 
moment mindestens zweimal so 
groß ist wie das Kippmoment. 


Lösung: 


Mit Hilfe der Seitenwanddruck- 
läßt sich das Kippmoment bezüg- 
lich des Punktes O angeben zu: 


h h 
MER er °E- e een = ‚Über 
c.ha 


das Staudammgewicht Fa8.9p .b 


erhält man für das Standmoment: 


c.h 2 


Mo4 = Eu 82 = a b. 
2 3 


.c L 


Die vorgeschriebene Sicherheitsbedingung lautet demnach: 


2 ,„ was unter Verwendung der Zwischenresultate ergibt: 


2 i i 

&. P„.c”.h.b.6 hx 2250 | 

Ge De ne Bu re SB = — = 1,5 
c o 1000 


9,Beispiel 

Eine vertikale rechteckige Wand trennt zwei Flüssigkeiten voneinan- 
der,Bild 7-9.Die Höhen werden mit h|, = 6 m, h, = 4 m,die Breite mit 
b = 8 m und die Dichten mit ®|= 1000 kg/m” und ®, = 850 kg/m” ange- 
geben.-Man bestimme das Einspannmoment M* 


Be 


Lösung: 


Mit Hilfe der Überdruck- 


kräfte 2 
h 

a & L 

Fur" Ray dr”) eb 
2 


h 

R R 2 
ae Zee, 
und ‘den vereinfachten An- 


gaben zu den Druckmittel- 
punkten: 


% 
9 
/ 
i 
, 
/ 
/ 
/ 
. 
; 
; 
/ 
’ 
2 
, 
/ 
:D 
/ 
v 


z’=h,/3 und z,= h„/3 ergibt 
sich aus dem Momentengleich- 
gewicht bezüglich des Einspannpunktes DO folgende Beziehung: 


>, 0) =,M - F....2) + F ..n.2, = 0 . Der Drehsinn des unbekannten 
i 6) pül’ 1 pü2’ 2 


Einspannmomentes ist beliebig herum angenommen worden.Das Zahlenergeb- 
nis bestätigt oder verneint die Annahme durch ein positives oder nega- 
tives Vorzeichen.-Das Einsetzen der Zahlenwerte ergibt aus der Momen- 
tengleichung: 


| 4 
M = 9,81.1000.3.6.8.2 = 9,81.850.2.4.8. — , M _ 2,1.100 Nm e 


Der Drehsinn war zufällig richtig gewählt worden. 


19, Beispiel 

In einem Behälter mit ebener schrägen Seitenwand befinden sich Wasser 
(9,= 1000 kg/m” und 
Erdöl (2 „= 900 kg/m”) 
mit den Schichtdicken 
h,= lm und h,=.0,5 m, 
Bild 7-10. 

Man bestimme die gesan- 
te Überdruckkraft auf 
die Seitenwand der Grös- 
se nach,wenn folgende 
Abmessungen bekannt 


sind: Breite b= 2m 
und &K = 60°, 


BILD 7-10 
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Lösung: 
Die einzelnen Überdruckkräfte lauten: . 


F u2” Pusada it Puga = &-P och 5 


Fur” Pagı u it ng Teer tat 
für die Einzelflächen findet man sofort: 


a = b.h,/sin& und A, 


Da die beiden Einzelkräfte parallel zueinander wirken,gilt für ihre 


Resultierende einfach: 


' 6) 
ru Foul +  u2 a  e 60° + 
+ 9,81.900.0,25.2.0,5/sin 60 


eG = 24,07 KN . 
Bemerkungen: 
a) Zum Überdruckdiagramm: Der Steigungswinkel im oberen Abschnitt 
lautet X ‚wobei tg, =8.9, ist,-Für die 
Flüssigkeit 9, gilt ein anderer Steigungswinkel: a. mit ts 189. 
Die Gerade beginnt hier bei einem P,= 8-0 5-N, ! 


b) Zum Angriffspunkt der Gesamtkraft F „: Zuerst ermittelt man mit 
G1.(7-10) die Druckmittelpunktslagen der Einzelkräfte und zum 
Schluß mittels des Varignonschen Momentensatzes die Lage der Resul- 
tierenden. 


11.Beispiel 


Die vertikale 
Seitenwand eines 
Wasserbehälters 


soll auf zwei Bal- 
ken derart abge- 
S, stützt werden,daß 
IX die Stützkräfte 


F, und F„,Bild 
S2 7-11,gleich groß 
re TE  ausfallen.-Man er- 
\ mnittle im einzel- 
een 


se SE EST YavYaVYaYavavavyavyaYayavan nen: 
+‘ 


zit 


RRIIINIIIIIIIIIIIIIIU O 


Ki 
\ 
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b = Breite 
BILD 7-1 
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a) die gesamte Seitenwanddruckkraft; 

b) die Höhenlagen der Wirkungslinien Zı und Zu 3 die Lösung dieses 
Problems soll zuerst grafisch und dann rechnerisch unternommen 
werden. 


Lösungen: 


; i = 2 2 


der. Kräfteverlauf läßt sich offensichtlich durch eine Parabel 


(7-12) 


beschreiben.Der Schnittpunkt dieser Parabel mit dem Behälterboden 
deutet den Wert Eu es an.Die Halbierung dieses Kraftwertes gibt 

, 
den Hinweis ab,welche beiden Zonen zur gleich großen Seitenwandkraft 


F und F führen. 


pü,A pü,B 


b) zZ, und Zu (grafisch): Das Belastungsdreieck in Bild 7-11 wird 


über die Parabel in zwei äquivalente Flä- 
chen aufgeteilt: in ein oberes Dreieck und in ein unteres Trapez'!- 
Durch den Schwerpunkt des Dreiecks 3] ‚der sich als Schnittpunkt zwei- 
er Seitenhalbierenden einstellt,verläuft die horizontale Wirkungsli- 
nie von F,).-Analoges gilt für den Trapezschwerpunkt 35: durch ihn ver- 
läuft die Wirkungslinie von Fo+ 
Diese Aufteilungsmethode eignet sich auch dafür,wenn noch weitere. 
gleich belastete Seitenwandstützen vorgeschrieben wären. 

Zu und Zu (rechnerisch): Die Tiefenlage der Trennungsebene er- 


rechnet sich folgendermaßen mittels 


G1.(7-12): 
_ 2 -] | | 
0,5.F „4 ‚max = 8. 9 -b.ho,s /2 35; ho 5” Fü ,mar/ (8-9 »b) . 
Damit ergibt sich: ” E . 
= ze (hnax ho ,5) = ho,5/? ’ 
Mit Hilfe der Schwerpunktsformel für ein Trapez ergibt sich für Zn: 
& 
1 FAmax ” ho,5 ' 
=. ——\.hı + 2.h . 
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1:9: Druckkräfte auf gekrümmte offene Flächen 


7.3.1. Theorie 
Die allgemein gültigen Berechnungsvorschriften für Druckkräfte von 
G1.(7-3) und (7-4): 


> 
5 | #ıp.aa -i,F_+j.R_+kP 


PX Py p2 


werden bezüglich der Komponenten der Druckkräfte weiterentwickelt: 


yz Foy - | pix,yı2).aa,, 


= [ptzy,2).04 
(A,,) (A,,) (7-13); 


px 


oz = |Bta,y2) „AA, 


(Ayy) 


y 


Das Flächendifferential dA 5 bedeutet dabei die Projektion von dA 
auf eine Normalebene zur x-Achse;Entsprechendes gilt auch für die 
Flächendifferentiale dA, und dA, .Der Beweis für die Richtigkeit 
dieser Aussagen ergibt sich im Verlauf des ersten Beispiels im nach- 
folgenden Abschnitt (vgl.auch Abschn. 5.3.1). 


7.3.2. Beispiele 
l1.Beispiel 


Die Ecke eines Wasserbehälters wird durch einen Kugelausschnitt ge- 
bildet,Bild 7-12.- 

Man ermittle die Überdruckkraft auf den Kugeloktanten der Größe und 
Richtung nach.Der Kugelradius beträgt r = 1 m,und der Wasserstand. 
wird mit h. = 3 m angegeben. 


Lösung: 


Die Gleichung einer Kugel lautet im Sinne der G1.(7-1): 


f (x,y,2) = x 4 y° + 2° = r° = const . 


die Gradierung der Flächenfunktion ergibt: 
dr ar RE: 
Vf = i.— + je — + k. — 
9x %y %z 
Vf=2. (i.x+j.y+kz ER ; den Betrag des Gra- 
dientvektors erhält man zu: 


- 8 - 


O v. 


2:17.,12 
- BF; PF: \ EIN 
Vf|l = u ME ee ES ee 0 er A 
dx! 19) |% 


u VL x y z 
nn = = i.— + j. — tk — . 
| ve] r r r_j 


Da es sich um einen oben offenen Behälter handelt und man nur die 
Überdruckkraft bestimmen möge,vereinfacht sich die Druckfunktion in 
61.(7-3) mit p, = 8.9 .(h,-z)= 8.9 .h zu: 


ee. . X . y z 
Eu = | io + «7 + k.z ).&:» = ‚n.dA ° 
(A) 


Für die x-Komponente der Überdruckkraft F_,. folgt beispielsweise: 


pü 


x 
= — = % i1— = — 
! nüx = | un = 8.9. | h.dA „ weil—.dA cosa „dA Az 


y2 r 
(A) (A,,) 


ist.Das Integral stellt das statische Moment der projizierten Fläche 
Anz dar,und zwar bezüglich der y'-Achse. 

Mit Hilfe der beiden anderen Richtungswinkeln: y/r = cos /? und z/r= 
cos{ lassen sich die zwei noch fehlenden Komponenten der gesuchten 
Überdruckkraft anschreiben: 


y 
F nüy 7 2 207 z 8.9 .n0a,, ‚ das Integral stellt das sta- 


(A) (A,,) 
tische Moment der projizierten Fläche Az bezüglich der x'-Achse dar. 
‚Die Ergebnisse für die statischen Momente der projizierten Flächen 
lauten in Anlehnung an G1. (7-7): 


Sy = Ayz A hsyz und S = Az . Noyz . 


Für die z-Komponente folgt: 


yA . 
FF. =\.2. O.h.dä = 8.0. .d D 
püz = & p 8 S In Rey er Integrand des letzten 
(A) (Ay) 


Integrals läßt sich anschaulich als das Volumenelement dV interpre- 
tieren,das sich 


zZ 
0' 4 als Säule zwi- 
> * y! schen dem Ober- 
At 
N flächenelenent 
< % 
P— h dA und der Spie- 
a No geloberfläche er- 


L 
| i 


streckt ,Bild 7-13. 
Das Integral lie- 
fert damit das 
Volumen Vv, 5 
welches sich über 
y der bespülten 
Fläche befindet. 
Damit lassen sich 


5 die drei Kompo- 
BILD 7-13 nenten zusammen- 
stellen: 


Die Vertikalkomponente einer Überdruckkraft auf eine von oben oder 


unten bespülten gekrümmten Fläche ist betragsmäßig gleich dem darü- 
ber lastenden Flüssigkeitsgewicht,und zwar gerechnet bis zur freien 
Oberfläche. 

In Zahlen folgt nun: 


Fy=8-9 » Tr“ /4.(0,4243.24h_-r)= 9,81.1000. 7 .(0,4243+2)=18,679 kN. 
püx ) 4 ae. nn 
Aus Symmetriegründen gilt F yüy = F ‚üx = 18,679 kN. 


Für die z-Komponente ergibt sich: 


pi = 9 Tan sp | en, = Mer 


0 [2 
Zylinder- Kugel- 


kJ 
ll 


viertel achtel 
7.1“ 1 3 
F.._ = 9,81.1000.(.—— .3- —.7.1° ) = 17,978 kN . 
Ben 4 6 REISE 


Treffen sich alle drei Kraftkomponenten in einem Punkt,dem Schnitt- 
punkt ihrer Wirkungslinien,dann erhält man nach zweimaliger Anwen- 
dung des Pythagoräischen Lehrsatzes die Gesamtkraft: 


(7-15). 


Selbst wenn im .allgemeinen Fall die Wirkungslinien windschief zuei- 
nander sind,kann man nach Parallelverschiebung der Kraftkomponenten 
eine analoge Zusammenfassung vornehmen;nur führen dann die zusätzli- 
chen Verschiebungsmomente zu einem gesamten Verwölbungsmonent. 

Da im vorliegenden Beispiel alle elementaren Druckkräfte durch den 
Kugelmittelpunkt verlaufen,geht auch die Wirkungslinie der gesamten 
Überdruckkraft 


Be hs,670° + 18,679° + 17,978° = 31,953 kN 


durch den Kugelmittelpunkt. 
Abschließend sei noch vermerkt,daß auf Grund der vorgenommenen Ablei- 
tung die Beziehungen in G1.(7-14) Allgemeingültigkeit besitzen.Somit 
ist die Beweisführung für die G1.(7-13) erbracht. 


=] 


Y Bemerkungen: 


Zusammenfassend kann gesagt werden,daß man die Druckkraft auf eine 

einfach gekrümmte Fläche bei Bespülung durch eine schwere Flüssig- 

keit mit Hilfe ihrer Horizontal- und ihrer Vertikalkomponente berech- 

nen Kann. | 

- Die Horizontalkomponente wirkt als Druckkraft auf eine Vertikalebe- 
ne,die als Projektionsebene der krummen Fläche auf eine Normalebe- 
ne zur Horizontalrichtung zu verstehen ist.-Angriffspunkt ist der 
Druckmittelpunkt der Projektionsfläche. 


-— Die Vertikalkomponente ist gleichwertig (äquivalent) der Schwerkraft 
desjenigen Flüssigkeitsvolumens,das sich zwischen der von oben be- 
spülten,gekrümmten. Fläche und der freien Oberfläche befindet.Bei von 
unten bespülten krummen Flächen handelt es sich um die Schwerkraft 
der virtuellen (gedachten) Volumina,die sich zwischen den gekrümn- 
ten Flächen und den freien Oberflächen befinden.-Angriffspunkt der 
Vertikalkomponente ist der geometrische Schwerpunkt des über der 
krummen Fläche befindlichen realen oder virtuellen Volumens. 

Bei von oben bespülten krummen Flächen verläuft der Wirkungssinn der 
Vertikalkomponente nach unten;wird eine Fläche von unten bespült, 
dann kehrt sich der Wirkungssinn gerade um.-Es mag nochmals hervor- 
gehoben werden,daß die Vertikalkomponente keine Gewichtskraft,son- 
dern eine Druckkraft ist.Es ergibt sich nur eine betragsmäßige Über- 
einstimmung. 


2.Beispiel 

——m 
Man beschaffe Berechnungsvorschriften für den Fall,daß die Überdruck- 
kraft ermittelt werden soll,wenn eine gekrümmte Fläche einem Gleich- 
druckgebiet ausgesetzt ist. 
Lösung: 
Die 61. (7-13) vereinfacht sich wegen des überall konstanten Druckes 


sofort zu: 


(7-16). 


Der Druckmittelpunkt ist in diesem Fall jeweils der Schwerpunkt der 
projizierten Fläche.Diese Beziehungen gelten allgemein für Gase, Dämp- 
fe und Flüssigkeiten,die unter sehr hohem Druck stehen,wo man also 
den Schwereeinfluß vergessen kann;denn es gilt ja p(x,y,2) = const ! 
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3.Beispiel 


Eine Wasserrohrleitung aus Stahl a 800 bar) steht unter ei- 
nem Überdruck von P;, = 100 bar. 
Wie groß muß die Wandstärke s sein,wenn die Nennweite mit d=1m 
angegeben wird?-Man vernachlässige den Einfluß der Srdschwere.Eine 
Übersicht zeigt Bild 7-14,Pos. a. 

Lösung: 


Die Angabe,daß 
die Erdschwere 
vernachlässigbar 
sei,deutet einen 
isobaren Raum 
an,wonach die 
Kraftkomponenten 
nach den Srkennt- 
nissen des letz- 
ten Beispiels 
(G1.7-16) -vel. 
auch Abschn.6.1l- 
berechnet werden 
mögen. 

Denkt man sich 
die gerade Rohr- 
leitung an den 
Enden abgeschlos- 


BILD 7-14 sen,dann stellt 
man fest,daß das 
Rohr nicht nur 

in Umfangsrichtung,sondern auch in Längsrichtung gezogen wird. 

Das Gleichgewicht der Kräfte in z-Richtung ( die Rohrleitung ist ab- 

gestützt,so daß das Rohrgewicht nicht in Erscheinung tritt) ergibt 


(Bild 7-14,Pos. b): 
Zr, ut - B=27,-7=0 .MbR, =67 „8.1 ‚wobei kon- 


stante Spannungsverteilung als Näherung angenommen worden ist,folgt 
für die Wandstärke s,wenn man Fr, = Pi-4-1 verwendet: 


2.0, u°*1 - P-d-l = Ö ’ 


(7-17). 
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Mit Hilfe der Zahlenwerte folgt: s=100.10°.1/(2.800.10°) = 62,5 mm. 
Das Kräftegleichgewicht in y-Richtung lautet: 
Zr n -F] + F, = 0 ; die Datenbeschaffung lautet: 


z, zul 
Cax) 


Die Gleichheit dieser beiden Kräfte führt schließlich zur Lösung ei- 
ner quadratischen Gleichung: 


F) = p,.7.d°/4 und F, =6, Z. | (a+2.5)? z a2 | 


IR 


Dieses Ergebnis besagt,daß die Materialanstrengung durch die Zug- 
spannung in Umfangsrichtung größer ist,weshalb insgesamt die größere 
Wandstärke s = 62,5 mm zu verwenden ist.-Bemerkung: G1. (7-17) ist 

in der Festigkeitslehre auch als Kesselformel bekannt. 


4.Beispiel 

Für einen kugelförmigen Wasserbehälter (d= 1 m; s= 63 mn; p,;= 100 bar) 
soll eine Druckpro- 
be vorgenommen wer- 
den.Die zulässige 
Spannung ist zu 
Ei 800 bar ange- 
geben.Das Wasserge- 
wicht ist zu ver- 
nachlässigen; Stahl- 
dichte 9,,=7850 kg/m’. 
Die Spannungswerte 


sind für folgende 
Belastungsfälle zu 
ermitteln: 


a) ohne Einfluß des 
Behältergewichtes; 


b) mit Berücksichti- 
gung des Kugelbe- 


BILD 7-15 hältergewichtes, 


und zwar bei aufge- 
hängter Kugel; 
ce) genauso bei liegender Kugel.-Weitere Angaben siehe Bild 7-15. 
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Lösungen: 
a) Effektivspannung ohne Kugelgewicht 6, D 
Das diesbezügliche Kräftegleichgewicht lautet (Bild 1-15,Pos. a): 


ae = -F, + FR = 0 ; die Datenbeschaffung ergibt: F =p,,. Ma 4 


1 
und F, = &, .(7/4). |(4+2.)° - @°| . Damit berechnet sich die 
effektive Spannung in diesem Belastungsfall mit: 


100.10°.1° 
5 = E22 - 373,3 bar << 800 bar |! 


==  (142.0,063)° - ı° 
b) Effektivspannung mit Kugelgewicht und aufgehängtem Behälter 6, : 
Nach Bild 7-15,Pos. b,ergibt sich aus dem Kräftegleichgewicht 


Zr - FT, = 0 mit Hilfe der Einzeldaten: 


F =6% .(%/4). | (a+2.)? = a?] ; Fı = (F/a).a° pn, und 


3 
F,=F, = 2.(%/3) 15 + 8)” - 7] .&- O9, für die gesuchte 


Spannung SE i 


5 .| 


Vz 


4 


5 


er (0,5+0,063)3-0,53 | ‚1850.9,81 + = .1°.100.10 


5, - L 
R 2.2 


5 = 313,7 bar . 
Analog folgt für ©, (Bild 7-15,Pos. ce) : 


5, = 372,9 bar . 


Bemerkungen: 


Der Einfluß des Gewichts der Halbkugelschale ist vernachlässigbar. 
Aus einem Rohrstück von Beispiel 5 und zwei Böden,dargestellt durch 
zwei Halbkugelschalen nach Beispiel 4,kann man einen Behälter konzi- 
pieren,der sich ohne weiteres nach der Kesselformel (G1. 7-17) be- 
rechnen läßt,da die höchste Spannung ja in Umfangsrichtung des zylin- 
drischen Behälterteiles zu suchen ist. 


29] = 


5.Beispiel 


Ein kugelförniger ‚zweigeteilter Wasserbehälter hängt an einem Seil. 
Angaben: Durchmesser d = 1 m; Wandstärke s = 40 mm; OP y4anj 71850 kg/m’; 
Atmosphärendruck Pu 1,015 bar. 

Wie groß ist der Absolutdruck in der Trennungsebene des Kugelbehäl- 
ters,Bild 7-16,damit die beiden Behälterhälften ohne Flanschschrau- 
ben zusammengehalten werden? - Die Abdichtung geschieht mittels einer 
sehr schmalen 
Dichtlippe am Ku- 
gelinnendurchmes- 
ser. 


LöBUng: 

Das Kräftegleich- 
gewicht an der 
freigemachten un- 
teren Kugelhalb- 


schale lautet: 


BILD 7-16 


> Fa = Rp Fa,u ” Fo,us * Foo = 0 - Datenbeschaffung: 


Absolutdruckkraft: R = 2.7 /4).a® ; 


Gewieht der Wasserkugel,die in voller Größe sich auf der unteren Ku- 
gelhalbschale abstützt: 


Fo y = Ars. Tl? 5 
Gewicht der Halbkugelschale: 
d S dz] 
Fo ns ” © +:8-(2/3).T- = s)” - En | ; 


Absolutdruckkraft der Atmosphäre: 


2 
F = (IT /a).a . 
pP, Pp, -(K/4) 
Setzt man diese Detailausdrücke in die Gleichgewichtsgleichung ein, 
so ergibt sich für den gesuchten Absolutdruck: 


1,015.10°.(7/a) .1°-10° (4/3). 99,81 7850.9,81. (2/3). 7. (0,54°-0,5°) 
pP nn nn pl 


(77/4) A (T/a).ı“ 
p= 0,883 bar . 
Bemerkung: 


Dieses Beispiel lehnt sich an den berühmten Versuch mit den Magde- 
burger Halbkugeln an,den Otto von Guericke 1654 durchführte. 


6.Beispiel 


Ein oben offener Wasserbehälter mit zylindrischer Seitenwand,Bild 
7-17,erfährt eine resultierende Seitenwandkraft F,aie der Größe, 
Richtung und Iage nach 
zu ermitteln ist.-An- 
gaben: Radius der zy- 
lindrischen Seiten- 
wand r = 5 m;Behälter- 
breite b 3 5 Sy = 
1000 kg/m’. 


Lösungen: 


a) Betrag der Seiten- 


0 BILD 7-17 x wandkraft: 
Den G1.(7-8) und (7-13) 
und den Bemerkungen des ersten Beispiels zufolge berechnet man zu- 
erst die Horizontalkomponente nach: 


5 2 
! Düx = 8. Du fgı-! = &» Q,.(r/2).b.r = &» Oyb-r /2 . 


Die gestrichenen Angaben beziehen sich auf die projizierte Seiten- 
wand bezüglich einer Normalebene zur x-Achse!-Die Vertikalkomponente 
entspricht gerade dem Gewicht der schraffierten Zone in Bild 7-17: 


F üz = EP) = E; Segen: . - Da es sich um eine einfach 


‚gekrümmte Seitenwand handelt,fällt die zweite Horizontalkomponente 
F say weg, so daß nach G1.(7-15) die resultierende,auf dem Überdruck 
basierende Seitenwanddruckkraft sich ergibt zu: 


. Mit den Zahlen- 


werten folgt: 


?= 9,81.1000.5.3°. DE +T/16 = HIN . 


b) Richtung bzw. Neigungswinkel: 


Wegen der einfachen Seitenwandkrümmung dürfen die beiden Kraftkompo- 
nenten im Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien zusammengefaßt werden;dort 
läßt sich dann ohne weiteres der Neigungswinkel X mittels der Bezie- 


hung tgX = = X/2 berechnen: 


F .4 vA F .. 
püz püx 
AK = 57,520 . 


c) Lage der Wirkungslinie: 


Auf jedem Seitenwandelement steht die dazugehörige differentelle Über- 
druckkraft senkrecht,was bei zylindrischer Wandkrümmung doch nichts 
anderes bedeutet,als daß die Detailwirkungslinie durch den Krümmungs- 
mittelpunkt hindurchgeht.Da ein ebenes Problem vorliegt (in Bildtie- 
fe ergeben sich in jedem Schnittbild gleiche Verhältnisse) und die 
Krümmung der Flächenelemente überall gleich ist,besitzen sie alle den- 
selben Krümmungsmittelpunkt O0 „Somit ist die Gewähr gegeben,daß die 
resultierende Druckkraft ze = F ü auch durch O verläuft !- Auf Grund 
dieser Feststellung entfällt die Bestimmung des Flächenschwerpunktes 

3 sowie des Schnittpunktes A.Man darf demnach direkt im Krümmungsmit- 
telpunkt O die Gesamtwirkungslinie unter dem bereits bekannten Nei- 
gungswinkel X eintragen! 


7.Beispiel 


Man bestimme die Seltenwanddruckkraft auf ein Sektorwehr der Größe, 
‚Richtung und Lage nach,Bild 7-18. 

Angaben: Wasserstandshöhe h = 4 m; Wehrbreite b = 6 m; Wehrwinkel 
X = 45°, 


Lösungen: 


a) Betrag der Seitenwanddruckkraft: 


Gleiartige Überlegungen wie im letzten Beispiel’ führen zu folgenden 
Gleichungen: 


Poüx = 6: P ehgı ed! = 8. 9:0,5.h.b = 8. 9.b.h°/2 5 


BILD 7-18 = 


F üz =8.9.1=82. 9.b.(h.r - 0,125.7.r° - 0,5.h° ) , wobei r=h.]2 


gilt.-Die Resultierende errechnet sich dann folgendermaßen: 


WIE Terre: | 
„aa 2 D, 2 ) : 
P = \Foyr + Foyz = 8 9 -b+h“. 0,25 - ( JE - 0,25.0 - 0,5 ) 
2 
F, = rt = 0,4831.8. 9 .b.h . - In Zahlen folgt: 
m, 0,4831.9,81.1000.6.4° = 454,96 kN 


b) Richtung bzw. Neigungswinkel: 
Die Winkelbestimmung läßt sich auch hier wie im vorigen Beispiel 


durchführen: 


— — U} — 0) 


ce) Lage der Wirkungslinie: 


Auch in diesem Beispiel entfällt wegen der überall gleichen Seiten- 
wandkrümmung die Bestimmung des Schwerpunktes S der schraffierten 
Teilfläche und die Ermittlung des Schnittpunktes B.Wiederum verläuft 
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die Wirkungslinie der Resultierenden durch den Krümmungsmittelpunkt 
bzw. hier den. Drehpunkt O des Sektorwehres. 


8.Beispiel 
Zwei Wasserbehälter sind durch eine halbzylindrische Seitenwand von- 
einander getrennt,Bild 7-19.Daraus entnehme man auch die Wasserstands- 


6 N Fz4=foüz 1 


V/ 
x LEERE 
RENNEN 
OK i 
RR YES 
CORE 
SL 29 
% 
.®, 7 
SR 
SEE 


KEN DZ KENT ENT SE SI TI TTTITITTTTT TTS T RE GE TREZ 


BILD 7-19 


höhen.-Angaben: Durchmesser d = 2 m ‚Behälterbreite b = 5 m.-Man er- 
mittle die resultierende Überdruckkraft auf die zylindrische Trenn- 


wand der Größe,Richtung und Lage nach. 


Lösungen: 
a) Betrag der Trennwandkraft: 


Das vorgelegte,ebene Komponentensystem läßt sich folgendermaßen kon- 


mentieren: 

' 
Im Druckmittelpunkt D\ wirkt die horizontale Druckkraftkomponente 
Fr = F nüx,l . -— Im Schwerpunkt S wirkt die vertikale Druckkraft- 


komponente F,1 = F nüz,1 nach unten;sie entspricht ja gerade dem Ge- 


wicht der rechts schraffierten Zone. 


EN 


Im Druckmittelpunkt D, wirkt die gesamte Horizontalkomponente von 

rechts her.Sie heißt Fr = F üx,2 . 2 

links schraffierten Zone wirkt die Aufdruckkraft R, „2, ”® F 
y 


- Im Schwerpunkt 5 bezüglich der 


er ; 
welche gleichen Betrag hat wie das links schraffierte se 
gewicht.Von unten bespülte Flächen erfahren doch eine Aufdruckkraft, 
die gleich ist dem Gewicht des Flüssigkeitsvolumens,das man sich auf- 
gebracht denkt zwischen der von unten bespülten Fläche und dem Flüs- 
sigkeitsspiegel. 

Im Schwerpunkt I, wirkt die Abdruckkraft F 22 = 
dem Gewicht der vertikal schraffierten Zone. 


F Sie entspricht 


püz,22° 
Die linksseitigen Komponenten führen zu einer Teilresultierenden FF 
die rechtsseitigen Komponenten ergeben als weitere Teilresultierende 
Fn.Jede Teilresultierende verläuft mit ihrer Wirkungslinie durch den 
gemeinsamen Krümmungsmittelpunkt O (siehe auch die Beispiele 6 und 7), 
so daß sie problemlos in O zur Gesamtresultierenden zusammengefaßt 
werden können.Das erleichtert die rechnerische Ermittlung von ze aus- 
serordentlich: Man kann jetzt alle Komponenten schadlos parallel durch 


O verlaufen lassen.Rechnerisch läßt sich folgendermaßen vorgehen: 


2 Fri u "xD = Pay DD. 
zZ z -F,1 % F 21 = F 2,22 u N (2). 


Nun hat die Datenbeschaffung der einzelnen Komponenten zu erfolgen: 
' ' 2 
Ban . g. O-Rsı A = 8. Q.1d/4).b.(d/2) = g.9.b.d /B8 ; 


Fo = 8: Och, «Ay = 8: B.(d/2).d.d = 8. 9.b.0°/2 ; 


Pl] = 8.9 .b.0,25.(9/4).a“ = 8. E.d. 7.d°/16 ; 

a a° 447 5 
Fzor“ a FE = z .8.0.b.d 5; 
us Er 
2,22” 8° Q.b.( 4 = 16 ) = 16 .5° @.b.d . 


Damit erhält man für die Komponenten der Resultierenden: 


3 
j 8 N N 16... 


Die Resultierende lautet danach: 


Ss oT & 


3 
= 2 2. lrZ 212,7 er 
Er ER a ne ) an ) 


Fn = 83,05 kN f} 


b) Richtung bzw. Neigungswinkel: 


Entsprechend der Vorzeichen der Komponentenergebnisse wirkt die Kraft 
in den zweiten Quadranten hinein,d.h.: nach links oben!-Der Neigungs- 
winkel beträgt somit: tgA = 1 = (T/ı6)/(-3/8) = - 0,5236 ; 


= - 27,64°. 


c) Lage der Wirkungslinie: 


Dieses Problem ist bereits in Aufgabenposition a) und b) gelöst worden: 
Sie verläuft durch O bei einem Winkel von X = - 27,64° . 


pe 

Ein kugelför- 
miger Ventilkör- 
per wird durch 
eine Wassersäu- 
le vonh= 15m 
in seinen Ventil- 
sitz gepreßt, 
Bild 7-20.-Wie 
groß muß der un- 
tere Überdruck 
sein,damit ohne 
Berücksichtigung 
von Trägheits-, 


Reibungs- und 


Adhäsionskräften 
dd; der Ventilkörper 
Pd; angehoben wird ? 


h' 


BILD 7-20 
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Angaben: d, = 50 mm; 9, = 1000' k&/m”; = 1800 kg/m; d,= 25 m. 


P Kugel 
Lösung: 


Im Grenzfall des Anhebens der Kugel gibt es keine Auflagerkraft,vom 
Ventilsitz herkommend.Deshalb lautet das Kräftegleichgewicht an der 
freigemachten Kugel: 


2 = + Fü - Fox -  üz,l + Enz ,2 = 0 e, = Datenbeschaffung: 


A 


Gewicht der Ventilkugel: F., = &-9x-T.— 


a 2 
13 _X% Da 
3 ns ee 9x.4] ’ 


r = B.. „ 
unbekannte Überdruckkraft:F pP, (9 /4).4, ; 


Abdruckkraft der von oben bespülten Kugelfläche: 


ı 4 ad 
1% .2 1\3 
F._ 22 9.40. (h-h')-=—. -7.(-) 


Miet | 4/22 u (a,/2)* j 


Aufdruckkraft der von unten bespülten Kugelfläche: 


u 2 
—_ LK .d t .d 


mit dem Volumen der Kugelschicht: 
„ Ta 
7 = Zn. 3.072)? + 3.(4,/2)° + 2] R 
6 


Mit den Zahlenwerten erhält man schließlich folgende Einzelergebnisse: 


Pag = (7/6).9,81.1800.0,05° = 1,156. N ; 
Fo = Py+( 7/4).0,025° = 4,909.10°° N; 
h' = 10,0252 - 0,0125° = 21,65 mm ; 
| X.0,05 4 3 | 
Foiiz,2 = 9,81.1000. j .(15-0,02165)-0,5.—.7°. 0,025?|=288,19 N; 
pu2s? 3 Be 
V. =2.0,02165. | 3.0,025? + 3.0,0125° + 0,02165°| 2353682.10° m’; 
6 
gr.0,05° 5 %.0,0125° 
Poiiz,2 = 9,81.1000. | ——— .(15-0,02165)+3,1882.10°°- —— „15 
4 4 
F = 216,59 N. 


Bier 


Setzt man diese Zwischenergebnisse in die anfängliche Gleichgewichts- 
gleichung ein,dann folgt: 


4,909.10°*.p,, - 1,156 - 288,19 + 216,59 =0 ; 


pP, = 1,482 bar . 


7.4.  Druckkräfte auf geschlossene Flächen 


.. N 


7.4.1. Bei isobarer Umgebung u. Wer, tayersı\ 


Bei geschlossenen Flächen handelt es sich selbstverständlich nur um 
gekrümmte oder polyedrische Flächen.Unter einer geschlossenen Fläche 
verstehe man beispielsweise die Oberfläche eines Körpers oder Kon- 
trollraunes.: 

Aus den Bemerkungen zu G1.(7-16) läßt sich sofort schlußfolgern,daß 
die resultierende Überdruckkraft verschwindet,wenn ein Körper einem 
isobaren Druckfeld ausgesetzt wird.In jeder Kontrollrichtung läßt 
sich die Körperoberfläche auf eine Normalebene projizieren,die von 
beiden Seiten voraussetzungsgemäß von gleich großem Druck beaufschlagt 
wird,so daß sich also in jeder Richtung die Überdruckkraftwirkungen 
aufheben. 


7.4.2. Bei schwerer Umgebung 


wird dägegen ein Körper,dessen Oberfläche eine geschlossene Fläche 
bildet,in eine schwere Flüssigkeit getaucht,dann wird er von einem 
Druckfeld umgeben, wobei der Druck mit zunehmender Tiefe wächst.Hier- 
bei entsteht erwartungsgemäß eine resultierende Überdruckkraft. Darü- 
ber berichtet der nächste Abschnitt. 


8. HYDROSTATISCHER AUFTRIEB UND SCHWIMMZUSTAND 


8.1. zupez von Archimedes 


In Bild 8-1 wird ein Körper gezeigt,der voll in eine schwere Flüs- 
siskeit eingetaucht worden ist.Zur Orientierung dient ein räumliches 
Koordinatensystem.Es entwickeln sich an jedem Oberflächenelement Über- 
druckkräfte,die darauf senkrecht stehen.Wie man Überdruckkräfte mit- 
tels ihrer Komponenten berechnen kann,geben bekanntlich die Bezie- 
hungen von G1.(7-13) an. | 

Parallele Geraden zur x-Achse berühren den eingetauchten Körper längs 
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der geschlossenen 
N Kurve K .Damit 


V, 
F 


wird die geschlos- 
h sene Raumfläche in 
zwei Teile: Al und 
A, getrennt.Proji- 
ziert man nunmehr 
K die Teilflächen auf 
eine Normalebene zur 
x-Achse,dann erhält 
man für beide Be- 
obachtungsseiten 
dieselbe im Bild 
8-1 angeschwärzte 
Fläche A'.Die sich 
x BILD 8-1 einstellenden Über- 
| druckkräfte F üx,1 
und F jüx 2 sind betragsmäßig gleich,da in jeder Tiefenlage h die 


Überdrücke auf den Seiten A) und A, für sich gleich groß sind,obwohl 
@.g.h mit der Tiefe zunimmt!-Die beiden genannten Überdruckkräfte 
haben aber entgegengesetzte Richtung,weshalb sie sich gegenseitig 
aufheben und zu keiner resultierenden Kraftkomponente führen.Sie bean- 
spruchen aber den Körper auf Druck,was für die festigkeitsmäßige Be- 
rechnung bedeutungsvoll ist.Die Kraftberechnung wird für den Sonder- 
fall einer vertikal stehenden Seitenwand vorgenommen,und zwar mit Hil- 
fe der Gleichungen (7-8) bis (7-10).Abschließend kann gesagt werden, 
daß die Überdruckkräfte keine Bewegung des Körpers in x-Richtung ver- 
ursachen können. 
Zu gleichlautenden Ergebnissen und Aussagen gelangt man auch bei den 
Untersuchungen in y-Richtung. 
Zu einem ganz anderen Ergebnis führt die Betrachtung der Überduck- 
kräfte in z-Richtung, Bild 8-2.-Die vertikalen Körpertangenten berüh- 
ren den Körper längs der geschlossenen Kurve K und bilden die Man- 
telfläche eines zylindrischen Körpers.Die beiden durch K abgetrenn- 
ten Teilflächen heißen A, und A,.Nach der dritten Beziehung in Gl. 
(7-14) berechnen sich die z-Komponenten der Überdruckkräfte für von 
unten oder von oben bespülten Körperoberflächen betragsmäßig als das 
Gewicht des Flüssigkeitsvolumens,das man sich von der fraglichen Kör- 


peroberfläche (hier A, und A,) bis hin zur Flüssigkeitsoberfläche S 


1 


vorstellt.-Nennt man das 
Volumen V zwischen der De- 
tailoberfläche Al und dem 
Flüssigkeitsspiegel S und 
möge das Körpervolumen Yz 
heißen,dann kann man für 
die Überdruckkräfte notie- 
ren: 


F üz,ı "Pr (gr) 


‚und. 


F üz,2 "Prr eV - 
Es stellt sich danach ei- 
ne nach oben wirkende re- 


sultierende Druckkraft 


X 


BILD 8-2 


(8-1) 
ein.Sie wird auch hydrostatischer Auftrieb Fı „+ genannt .Hierin be- 
, 


steht der Hauptsatz von Archimedes: 

Wenn ein Körper in eine schwere Flüssigkeit voll eingetaucht 
wird,dann erfährt er eine nach oben gerichtete,resultieren- 
de Überdruckkraft,die gleich ist dem Betrag des Flüssigkeits- 
gewichtes,welches der Körper verdrängt hat. Der Angriffspunkt 
des Auftriebs ist der Massenmittelpunkt M, der verärängten 
Flüssigkeit und wegen der Homogenität der Flüssigkeit gleich- 
bedeutend mit dem geometrischen BENWSEDUNEN S des verdrängten 


- 


Flüssigkeitsvolumens,. 


[un 


vo 


2 Vertikalbewegungen und Schwimmen 


> Ein vollkommen eingetauchter Körper verliert nichts von seinem Ge- 

ı wicht;es müssen jetzt nur zwei Kräfte berücksichtigt werden,die in 
z-Richtung auf ihn einwirken: die äußere Kraft Fa und die Flächen- 
kraft Fı ss ‚Bild 8-3. 

. ve 4 [} ® 
Die Kräftedifferenz F, = FL st - Fu = (9 -Px).8-), gibt Auskunft 


über das Bewegungsverhalten des untergetauchten Körpers. 


BILD 8-3 
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l.Fall: Fst<Fe’ EP r1<Pr- 
un wird negativ und heißt 
Absinkkraft.Es stellt sich 
so lange eine Abwärtsbewe- 
gung ein,bis der Körper auf 
dem Grund aufliegt. 

2.Fall: F, u, = Fo; Pr Pr- 
Fr = O0 wegen der Gleichheit 
den Dichten. Der Körper bleibt 
irgendwo im untergetauchten 
Zustand "schweben".Es herrscht 
Kräftegleichgewicht. 


3.Fall: FR > Fe PrP KR 


F, wird positiv und heißt 
Aufsteigekraft.Wenn man von 
der Flüssigkeitsreibung zu- 
nächst absieht,dann stellt 
sich wie auch bei der Sink- 


bewegung eine beschleunigte Bewegung ein.Der Körper überschreitet 


die freie Oberfläche und erfährt vertikale Schwingungen,die natürlich 


im Falle realer Flüssigkeit gedämpft werden und allmählich abklingen: 


Der Körper kommt zur Ruhe und schaut mit einem Teil seines ae, 


lumens Ve 


BILD 8-4 


PETE 


aus der a heraus,Bild 8-4.Das Kräf- 


tegleichgewicht verlangt: 


a = 91.8 = Fa Fr - 


N 
heißt Wasserverdrägung V,,,und die 


| entsprechende Masse nennt man Was- 
Ü" 


'sermassenverdrängung M,« 


Die Gewichtskraft des Körpers greift 


‘ im Schwerpunkt des Körpers S, an. 


Der Auftrieb greift dagegen im Ver- 


drängungsmittelpunkt M an,der iden- 


tisch ist mit dem geometrischen 
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Schwerpunkt des verdrängten Flüssigkeitsvolumens Sy]° 

Im Zustand der Ruhe liegen beide Punkte. auf einer Vertikalen,die man 
auch Schwimmachse nennt.Sie gilt mit dem Körper fest verbunden.Dadurch 
bleibt auch in geneigter Lage der Körperschwerpunkt Sr ein Punkt auf 
der Schwimmachse SA,Bild 8-5.Der Verdrängungsmittelpunkt M, (gleich- 
bedeutend mit dem Schwerpunkt 

Si des in geneigter Körperpo- 
sition verdrängten Flüssigkeits- 
volumens) liegt aber nicht mehr 
auf der Schwimmachse,sondern aus- 
serhalb davon.Das Verdrängungs- 
volumen wurde ja in seiner Form 
verändert. 

Der Schnittpunkt der Vertikalen 
durch den Verdrängungsmittel- 
punkt M mit der Schwimmachse SA 
heißt Metazentrum Mser ist kein 
fester Punkt.Das Metazentrum liegt 


zwar immer auf der Schwimmachse, 


BILD 8-5 es ändert seine lage aber mit den 
Neigungswinkel X . 


8.3. Stabilität des Schwimmzustandes (Satz von Dupin) 


Allgemein kennt man drei Arten von GWleichgewicht.Man spricht von: 


stabilem Gleichgewicht, 


wenn nach Wegnahme eines Störeinflusses (z.B.: Drehmoment) die 
ursprüngliche Lage von allein (ohne Regelgerät!) wieder er- 
reicht wird; 


indifferentem Gleichgewicht, 
wenn nach Wegnahme eines Störeinflusses die neue Lage gehal- 
ten wird und die ursprüngliche nicht mehr erreichbar ist; 


labilem Gleichgewicht, 
wenn nach Wegnahme eines Störeinflusses der Körper sich noch 
weiter von seiner ursprünglichen Lage entfernt,bis der Kör- 
perschwerpunkt seine tiefst mögliche Lage gefunden hat. (Satz 
von Torricelli oder Satz von der geringsten potentiellen Ener- 
gie!). 

Stabiles Gleichgewicht läßt sich bei einem schwimmenden Körper 
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ermöglichen,daß der untere Teil eines Schwimmkörpers eine 
größere Massenkonzen- 
tration aufweist als der 
obere.Veranschaulicht 
wird dieser Sachverhalt 
zunächst durch ein Arä- 
ometer(Senkwaage ‚Densi- 
meter,Dichtemesser für 
Flüssigkeiten),wie in 
Bild 8-6 gezeigt.Das in 
Schräglage sich einstel- 
lende Kräftepaar (Fa; 
+, st) bildet ein auf- 
richtendes Drehmoment: 


M.= F Po - Ber 


so daß die ursprüngli- 


che Lage durch Einschwing- 
BILD 8-6 | 
en erreichbar wird. 
Bei einem homogenen, voll 
bauchten Körper,der zudem schwebt, fallen Körperschwerpunkt und 
Verdrängungsmittelpunkt 
(Schwerpunkt des ver- 
drängten Flüssigkeits- 
volumens ) zusammen.Da- 
durch ist im Falle des 
Schwimmens nur indiffe- 
rentes Gleichgewicht mög- 
lich. 
Das in Abschn. 8.2 er- 
wähnte Metazentrum wird 


nun hier in Stabilitäts- 


STABIL INDIFFERENT LABIL 


betrachtungen miteinbe- 


BILD 8-7 zogen.&Es kann auf der 
Schwimmachse bezüglich 
örperschwerpunktes drei besondere Lagen einnehmen,Bild 8-7: 


egt oberhalb von Sy 


Das aus Körpergewicht und Auftrieb sich bildende Kräftepaar 
richtet den Schwimmkörper wieder auf.Die beiden Kräfte sind 
deshalb antiparallel gleich,weil im Schwimmzustand Körperge- 
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wicht und Auftrieb gleich sind,gleichgültig,welche Lage ein- 
genommen wird: stabiles Gleichgewicht! 


M. liegt in 7 
Das Kräftepaar verschwindet;die beiden Kräfte liegen in einer 


t 
vertikalen Wirkungslinie,die durch S, = M, verläuft: indife- 
rentes Gleichgewicht! 


M, liegt unterhalb von Ir 


Das Kräftepaar wirkt nun als zusätzliches Kippmoment: labiles 
Gleichgewicht! 


Zur Formalisierung dieser qualitativen Aussagen führt man die meta- 
zentrische Weite Ire ‚den Abstand zwischen Verdrängungsmittelpunkt 

Mr in Ruhelage und dem Metazentrum M ‚sowie die Schwerpunktsweite Io» 
den Abstand zwischen dem Verdrängungsmittelpunkt M, in Ruhelage und 


dem Körperschwerpunkt Sy ein,Bild 8-8.-Je nach der Neigung ändert 
sich die meta- 


zisı zentrische 
Weite,wobei die 
Schwerpunkts- 
| F, weite jedoch 
konstant bleibt. 
Y”I____49% __. y Ableitung der 
A EP B ” y metazentrischen 
PM Weite: 
V 
Im Ruhezustand 
F greifen die 
4‘ 
| A,St ASt Gewichtskraft 
ISA Ssa/ IF im Körper- 
Ast 
BILD 8-8 schwerpunkt 3, 


und der Auf- 
trieb im Verdrängungsmittelpunkt M,, an.Wird die Schwimmachse SA aus 
der Vertikalen um den Winkel®X geneigt,dann erkennt man sofort,daß 
im Spantquerschnitt des Schwimmkörpers der keilförmige Bereich OBD 
auftriebsvermehrend hinzutritt und daß andererseits die Zone OAC dem 
Auftrieb verloren geht. 
Grundsätzlich ist hier zu sagen,daß ein Körper dann stabil schwimmt, 
wenn sein Körperschwerpunkt tiefer liest als der Verdrängungsmittel- 
punkt.Es kann aber unter ganz bestimmten Bedingungen auch dann noch 
stabiles Schwimmen auftreten,wenn der Körperschwerpunkt über dem Ver- 
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drängungsmittelpunkt liegt (Bild 8-8): die rechte Anordnung besagt, 

daß hier bei Neigung der Schwimmachse sich die Gestalt des Verdräng- 
ungsvolumens ändert (nicht aber die Größe) und daß der Verdrängungs- 
mittelpunkt von M, nach My wandert'!'-Man sieht,daß der Auftrieb En: a: 
zusammen mit Fa ein rückdrehendes und aufrichtendes Kräftepaar abge- 


ben,weshalb auch in diesem Fall stabiles Schwimmen gewährleistet ist. 


Nun kann man sich,wenn der Körperschwerpunkt als Momentenbezugspunkt 
angesehen wird,die rücktrei- 
bende Drehmomentenwirkung von 
Eh ersetzt denken durch die 
gleich große ‚aber in M, wir- 
kende ursprüngliche Auftriebs- 
kraft E, er ‚verstärkt durch 
die Auftriebswirkung Po (Be- 
reich OBD) und a durch 
rn (Bereich OAC).Nimmt man 
den Linksumsinn als positive 
Drehrichtung an,dann bietet 
sich die Gleichheit der Dreh- 
momentenwirkungen folgender- 
maßen an: 


t 


- F .l..sin{X + F 


A,st'’s 1; 


Ao ° 


man erinnere sich der einfa- 


chen Anbringung der Drehmomen- 


9 


SCHWIMM- 7 tenwirkung eines Kräftepaares! 
LINEK, BILD 8-9 Es stellt letzten Endes die 
x Drehwirkung folgender Auftriebs- 
verteilung dar,Bild 8-9. 
B B B 
Fio-t = (ar..s = Or -E- av v7 7941 °8: | 1 .2.dy.y . 
A A A 
Mit z = tgX .y und dA = 1 .dy ( 1 = ausgeglichene Länge ) folgt: 


B 


ze 2 x 
Fjo*t =9 .1.8.t8 X. | y.dA= Pr 8-tex .I, ; 
| A | 


wo man unter I, 


=,307 = 


das Flächenträgheitsmoment der Schwimmfläche Au ( Schnittfläche zwi- 
schen Wasseroberfläche und Schwimmer) bezüglich der x-Achse versteht. 
Setzt man dieses Zwischenergebnis in die obige Drehmomentengleichung 
ein,dann folgt: 


Bei kleinen Auslenkungen gilt sin@ = tgxX ‚so daß man schließlich 
schreiben kann: 


1 = 1, / V, (8-3). 


Me 


Das ist die Aussage des Satzes von Dupin. 
Die Art des Gleichgewichtes eines Schwimmkörpers läßt sich jetzt in 
gedrängter Form durch den Stabilitätskoeffizienten ausdrücken: 


(8-4). 


Es gilt danach: 
k >11 : stabiles Gleichgewicht ; 


k =1 : üÄndifferentes Gleichgewicht ; 
k <71 : labiles Gleichgewicht . 


Die Dupinsche Gleichung findet beim volleingetauchten Körper keine 
Anwendung.Übrigens fällt dabei das Metazentrum mit dem Verdrängungs- 
mittekpunkt zusammen. 

Die bisher besprochene Stabilität heißt Querstabilität (Rollen, 
Schlingern).-Die Längsstabilität (Nicken,Stampfen),bezogen auf die 
y-Achse, führt zu einer analogen Aussage: 


mit I_ als dem Flächenträgheitsmoment der Schwimmfläche Ac bezüg- 
lich der y-Achse. 

In der Schiffsarchitektur ist dieses Metazentrum der Längsstabilität 
das "große Metazentrum" genannt,im Gegensatz zum "kleinen Metazen- 
trum" bei der Querstabilität. 

Bei verschiedenen Schiffsneigungen im Raum beschreibt das kleine Me- 
tazentrum eine räumliche "metazentrische Fläche",deren Schnittkurve 
mit der Quer- oder Spantebene die "metazentrische Linie des kleinen 
Metazentrums" heißt.-Gleichermaßen beschreibt das große Metazentrum 
M_ seine "metazentrische Fläche",deren Schnittkurve mit der Längsebene 
"metazentrische Linie des großen Metazentrums" genannt wird. 
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8.4. Beispiele 


1.Beispiel 


Ein Eskimo ( m, = 80 kg ) sitzt auf einer Eisplatte (2, = 900 kg/m’), 
deren Gesamtdicke 
h= 0,7 m beträgt; 
dabei sind h = 
0,65 m ins Wasser 
(© „, = 1035 kg/m’) 
eingetaucht,,Bild 
8-10. 

Wie groß muß die 
Schwimmfläche A 


BILD 8-10 0) x N 
mindestens sein? 


fası 


Lösung: 


Das Kräftegleichgewicht an der freigemachten Platte zeigt in Bild 8-10: 
> an F st = Fo = Fao = 0 ; mit den Gleichungen (8-1) und (8-2) 
folgt: 


2 


“ 


Pyr&-Vr =9.-&cAcch, = &.M, + 9,.&-Ay-h , Ao ee 
er Po: 

mit Zahlenwerten ergibt sich: 

s = 80 /(1035.0,65 - 900.0,7) = 1,871 ms 


2.Beispiel 


Ein zylindrisches Stück Bienenwachs (95 = 960 kg/m? ) schwebt in 
einem Gefäß, 

Bild 8-11,zwischen 
Wasser (2 y „2000 
kg/m) und Öl (Pas 
900 kg/m’). 

Gesucht wird der 
prozentuale Volu- 
menanteil des im 


Wasser eingetauch- 


ten Bienenwachses. 
BILD 8-11 
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Lösung: 
Es erhebt sich hier zunächst die Frage,db der Archimedische Auftriebs- 
satz auch dann gilt,wenn,wie hier,zwei verschiedenartige Flüssigkei- 


ten den eingetauchten Körper umgeben.Diese Frage läßt sich über das 
Gleichgewicht am freigemachten Bienenwachs beantworten: 


Ze, = F ul - Fap - F i2 = 0 ; Datenbeschaffung: 


F sul = p,jh = (@ oh, + Ey. ).g.A ; Fi Pa Amthochz).Py-8-A ; 


Pay =9 2.8. (h, + h, ).A .Durch Einsetzen erhält man: 


eh rreee 
dieses Ergebnis läßt sich dahingehend interpretieren,daß der Archi- 
medische Auftriebssatz auch in diesem Fall gilt; V. stellt das Wasser- 
volumen dar und V, dasjenige in Öl.-Nun wird die eigentliche Lösung 


angegangen: 


v = x.Vn 5; V, = (1-x).V, ; 
O 8X Vz +9 4.8. (1-x).V, =92:8.1, 5; 
=(9, -Si/ (Pi Pa ) = (960-900)/(1000-900) = 600% . 


x 


3.Beispiel 


Eine drehbare Verteilervorrichtung hat ein schwimmendes Axiallager 
bei einem Zapfendurchmesser von 
d=4 m. 

a) Welcher Tiefgang h,Bild 8-12, 
stellt sich bei Wasserfüllung 
ein,wenn die Drehkörpermasse 
m = 40 t beträgt ? 

b) Welcher zusätzlicher Tiefgang 


n 


muß bei einer Belastung durch 
eine Zusatzmasss An=2t 


ee N 7 TTV 


Ah in Kauf genommen werden ? 


ee I LITT 


N N 5 


N 
\ 
N 


BILD 8-2 
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Lösungen: 
a) h: Das Kräftegleichgewicht ergibt: F = F ; 
ge | A,st G | 
m 40 000 
Dir Tee ee 
= 9,,.(7/4).d 1000.(#/4).4 moon 
b)Ah: In analoger Weise erhält man: 
2 
m. (h+Ah) = F AF, = g.( sm) 
918 — + = Fl +AF,=g.(m+2m 
A 
40 000 + 2000 
Bed sInN: % 


= 1000.(%/4).4° 


4.Beispiel 


Zur Dichtebestimmung eines unbekannten Stoffes wird ein Probekörper 
davon einmal in luft (9, = 1,293 kg/m?) und einmal unter Wasser 
(2, = 1000 kg/m?) gewogen,Bild 8-13. Diese Ergebnisse sind: 
scheinbare Masse 
in Iuft: 

N. = 0,2 kg; 
scheinbare Masse 
in Wasser: 

My = 0,175 kg. 


Lösung: 


Die Gleichgewichts- 
betrachtungen des 
freigemachten Pro- 
bekörpers führen zu 
zwei Bestimmungs- 


BILD 8-13 gleichungen für die 


beiden Unbekannten 
Vz und O x : 


OÖ 


ZIEHE Fan 


= = . 1 . 
Pr-&-Y oe = Finage,l x (1) 
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Das Eigengewicht,der Auftrieb in luft sowie die von der Waage her- 
rührende Haltekraft stehen miteinander im Kräftegleichgewicht: 


see + Frag + Fuange,2 "9, 12) 


Hier stehen das Eigengewicht,der Auftrieb in Wasser sowie die von 
der Waage herrührende Haltekraft im Gleichgewicht.-Durch Auflösung 
nach der gesuchten Dichte bekommt man: 
enge ze 
er een ; die Zahlenrechnung 
N; In 
erbringt: 


9x = (0,2.1000 = 0,175.1,293) /( 0,2 => 0,175) = 7990,95 kg/m? . 


Hier ist das weltberühmte Verfahren von Archimedes angewandt worden. 
Damit hat Archimedes den Goldgehalt einer Legierung nachgewiesen. - 
Legt man bei bekanntem Körpervolumen der Dichtebestimmung die "luft- 
messung" zugrunde,dann beträgt der relative Fehler: 


Sı/PK = 1,293 / 7990,95 = 0,16 %o (vernachlässigbar). 


5.Beispiel 


Bei einem Eichversuch für ein Aräometer sind die beiden Grenzmarken 
zu bestimmen. 

a wird das Gerät in eine Flüssigkeit von der E Sg = 1100 
kg/m” eingetaucht und in eine zweite von 9, = 1200 kg/m” an 8-14. 
Zu bestimmen ist der Abstand Sh zwischen den beiden Niveaus AA und 
BB. 

Der Durchmesser des schlanken Skalenteils beträgt d = 6 mm.Die Aräo- 
metermasse ist m = 0,06 kg. 


Lösung: 


In beiden Fällen wird das Gewicht des Aräometers durch den Auftrieb 
kompensiert; 


Fu =9,.8.VY,, = 98T em. .» 
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A A 
B B 
STABILES 
GLEICHGEWICHT! 
SK 
FG 
BILD8-14 


se . . - .. . = = © 
Daraus folgt für die Verdrängungsvolumina Ver] n/@ | und Vyo m/s * 
Die Differenz dieser Volumina führt dann zur Spiegeldifferenz: 


— 2 _ R 
Ah. (% /4).d — Yn _ Vro N 


0,06/1100 - 0,06/1200 


Ah = = 0,161 m . 


(7/4) .0,006° 


Ein praktisches Aräometer zur Ermittlung der Säuredichte in einem 

Akku zeigt Bild 8-15.Es handelt sich dabei um ein Pipetten-Aräometer. 

Die Schwimmer haben folgende Bedeutung: 

Alle drei Schwimmer oben: Lösung zu konzentriert;Sulfatierungsgefahr 
im Betrieb; 

zwei Schwimmer oben : richtiger Ladungszustand; 

ein Schwimmer oben : noch zulässiger Ladungszustand; 

alle drei Schwimmer unten: Batterie ist unverzüglich aufzuladen wegen 
Sulfatierungsgefahr beim Laden. 


6.Beispiel 


Ein Ponton,dessen Querschnitt ein gleichschenkliges Trapez ist,besitzt 
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eine Leermasse von En 6000 kg und kann eine maximale Zuladung von 
Am = 1000 kg aufnehmen,Bild 8-16.-Weitere Angaben: Anfangstiefgang 
h, = 1m; länge L=3m; 
Meerwasserdichte = 1035 
ke/n’; Basisbreite b, = 1,5 
mn. 

Man ermittle: 


a) die Abhängigkeit der Ge- 
samtmasse,also unter Einbe- 
ziehung der Zuladung, von 

| der Eintauchtiefe (Tief- 
BILD 8-16 gang); 

b) die grafische Darstellung 
der Funktion h = f(n). 


Lösungen: 
a) m=f (h) : Aus dem Kräftegleichgewicht am leeren Ponton folgt: 
h, P 
Dis Dale Zeigt) = Fu, = 8m, ; in Zahlen: B, = 2,365 m. 
Bei einer größeren Gesamtmasse gilt sinngemäß: 
h 
mies a B+ b ) (1). 
Mit Hilfe des Neigungswinkels X der Seitenwand: 
tgX = (B,-b,)/(2.h,) = (B-b )/(2.h) (2) 


kann man ohne weiteres die Funktion B=f (h) : 


o ana (3) 
o 
ermitteln,so daß man mit Hilfe der beiden letzten Beziehungen aus (1) 


die gesuchte Größe findet: 


F., OO .1 
m= — 
8 


2 
> h . (B,-b,).h HL.b.n (4). 
0 
Setzt man die bekannten Daten ein,dann erhält man die Gleichung einer 
Parabel: 


m = 1342,9.h“ + 4657,5.h : 
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'b) Grafische Darstellung 
vonh=f (m): 


Die Kurvendiskussion von (4) 
ergibt Nullstellen bei h,=0 m 
und h,= -3,468 m.Der Schei- 
tel bzw. das Minimum liegt 
dann bei h. = - 1,734 om; 
damit erhält man für Mu: 


Mu = - 4037,77 kg. 


Spiegelt man nun diesen 
Funktionsverlauf an der Win- 
kelhalbierenden des I. und 
III. Quadranten,dann ergibt 
sich der gewünschte Kurven- 
verlauf h = f (m),Bild 8-17. 
Der physikalisch in Frage 


h= -3,468m BILD 8-17 Yommende Wertebereich liegt 


zwischen 
6000 ke ES m = 7000 ke. 


7.Beispiel 


Ein Körper (9x = 1040 kg/m?) schwebt in Meerwasser unter Sonnenein- 
strahlung.Die Dichte des Wassers in einer Tiefe von h = 1,2 m beträgt 
© oW = 1035 kg/m? .-Die Wasserdichte ändert sich nach folgendem 


Lineargesetz: z 
Onw Poy (1 + K.h). 


Man .bestimme die Konstante K. 


Lösung: 


Im Schwebezustand gilt nach Abschn. 8.2 ‚2.Fall: x = hW . 
Also wird 


X 1 1040 
K= ( - 1). — = (—— - 1)/ 1,2 = 0,004 1/n . 
e — 1 Dow h 1035 a ——— 
8.Beispiel 


Ein dünnes Holzbrett (Op = 800 kg/m” ) ist am Boden eines Wasser- 
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behälters im festen Drehlager A 
gelagert,Bild 8-18.-Abmessungen: 
L = 4 m; Querschnitt A = 0,009 
m“; Wasserstand h= 2m; 

9, = 1000 ke/m’.-Man ermittle: 


- 


a) den Neigungswinkel Pin der 
Gleichgewichtslage; 

'b) die. Auflagerkraft Er 
se und Richtung nach; 
c) das Verhältnis L/h,wobei das 


Brett gerade die Vertikal- 


der Grös- 


stellung einnähme. 


Lösungen: 


a)Pp: 

Am freigemachten Brett sind al- 
le bekannten und unbekannten 
Kräfte anzubringen.Unbekannte 
Kräfte werden in ihren Kompo- 
nenten beliebig herum angenon- 
men (nur die Richtung unbekann- 
ter Reibungskräfte ist mit der 
korrekten Richtung einzutragen). 


Das Vorzeichen des jeweiligen 


BILD 8-18 x 


Komponentenergebnisses besagt 

dann,ob die Richtungsannahme 
richtig (positives Vorzeichen) oder falsch ( negatives Vorzeichen) 
war.Erst nach Abschluß aller Komponenten- und Momentenrechnungen wer- 
den schließlich die Richtungen eindeutig angegeben. 
Da es sich hier um ein ebenes Problem handelt,kommt man für einen ru- 
henden Festkörper mit folgenden drei rechnerischen Gleichgewichtsbe- 
dingungen aus: 


1), 05 Q@)IZr, 0: BIZM,=0 (8-6). 


Die Kraftkomponenten in x- und z-Richtung halten sich das Gleichge- 
wicht;ebenso kompensieren sich die Drehmomente um die y-Achse bezüg- 
lich eines beliebig gewählten Momentenbezugspunktes. 
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Zur Ermittlung des Neigungswinkels P lege man nun den Momentenbezugs- 
punkt in das zweiwertige feste Drehlager A und notiere das Momenten- 


gleichgewicht: 
2 (A) | 
Mi = HF, ost"®1 Z a'S> * O ; die Datenbeschaffung lautet unter 


Beachtung der Gleichungen (8-1) und (8-2): 
FL st = 9.1:&:Vy = 9 g7]-8-.A.h/cos@ oe F.= PD 8-AsL; 


5, = 0,5.L.sin pP. 


Durch Einsetzen in die Momentengleichung ergibt sich schließlich: 


(1). 


Mit Zahlen folgt: 


cos P= (2/4). | 1000/00 = 0,559 


b) F, F 


eo 


= sc , 


Das Kräftegleichgewicht am freigemachten Brett bezüglich der x-Rich- 


tung ergibt: Dr Br er 0. 


Das Kräftegleichgewicht in z-Richtung lautet: 


DFzı = Fan + st "Far; 


h 
Fın = 9,7] -8-A: - Ops-AL ; 


mit Zahlenwerten erhält man: 


F 


Az = 1000.9,81.0,009.2/cos 56° - 800.9,81.0,009.4 = + 33,249 N . 


Das positive Vorzeichen dieses Ergebnisses besagt,daß die Richtungs- 
annahme von Fız nach unten in Ordnung ist!-Da die Horizontalkomponen- 
te null ist,entfällt die Komponentenzusammenfassung mittels des Pytha- 


goräischen Lehrsatzes. 


ce) L/h : 
Für den Grenzfall = 0° folgt aus der Beziehung (1): 


Te 


cos 0° = (h/L). [2000/00 =1; h/L = 0,8944 . 


9,Beispiel 


In der Niveaukammer eines Schwimmreglers tritt die Flüssigkeit bei B 
ein.Der kugelförmige Schwimmer treibt die Schließnadel C an,Bild 8-19. 
Angaben: d = 4 mn; 


pP, = 0,3 bar; s,=0,04 nm; 
5, = 0,015 m;Schwimmerge- 
wicht Fas = 0,5N|; 


9,, = 700 kg/m’; relati- 

ves Gewicht der Schließna- 
del in der Flüssigkeit 

Pay = 0,5 N; das Hebelge- 

wicht und Reibungseffekte 

sind zu vernachlässigen. 


Man ermittle den Kugelra- 


dius des Schwimmers gera- 
ABFLUSS ZUFLUSS de so,daß beim Sollwert- 

(pü) durchfluß der Schwimmer ge- 
rade zur Hälfte einge- 


taucht ist. 


Lösung: 


Das Momentengleichgewicht 


am freigemachten Hebelarm 
BILD 8-19 x führt hier sofort zum Ziel: 


M (2) = +F,+S. - F .Ss. + F - F =0 % 


t 
yi es’ st L° mr an ecn ta 


2 
Datenbeschaffung: _ Endes = T 2.2 
Fı,st — RZ —e N :T N} Fü D.;» Fa o 


Daraus folgt: 


9.1.8 (2/3). 
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10.Beispiel 


Ein zylindrisches Holzstück wird auf dem Boden eines Wasserbehälters 
mit einem auflösbaren Klebstoff befestigt,Bild 8-20.Nach der Aufiö- 
sung des Kleb- 
stoffes setzt 
‚eine aufstei- 
gende Bewegung 
ein,die unter- 
sucht werden 
möge.Dabei in- 
teressieren ins- 
besondere: 


a) die Beschleu- 
nigung a; 

b) die Geschwin- 

digkeitsfunktion 

e=f(t); 


c) die Wegfunk- 
tion z=f(t); 


Bei Abwärtsbewegung 


d) die Steig- 
zeit bis zum 
Erreichen der 

Oberfläche t 


BILD 8-20 


SL 

e) die Schwingungsgleichung; 

f) die Schwingungsdauer T . 

Weitere Angaben: h, = 3m; d = 0,5 m; h= 0,2 m; Q,], = 1000 ke/m’; 
ran = 600 kg/m’ .-Reibung ist zu vernachlässigen. 


Lösungen: 


a)a : 


Da der Auftrieb größer ist als das Holzgewicht,setzt eine gleichmäßig 


beschleunigte Bewegung nach oben ein. 
Das dynamische Grundgesetz von Newton,Gl.(1-5),wird nach d'Alembert 


folgendermaßen umgeformt: 


(8-7). 
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Durch diesen genialen Trick werden Dynamik-Aufgaben zu quasi-stati- 
schen Aufgaben am ruhenden Ersatzkörper!-Es gelten nach Anbringung 
aller physikalisch nachweisbarer Kräfte,einschließlich der Massen- 
trägheitskraft -n.a (sie wird auch d'Alembertsche Hilfskraft genannt 
und ist als eine die Bewegung hemmende Widerstandskraft zu verstehen), 
alle Gleichgewichtsüberlegungen der Statik. 

Das Kräftegleichgewicht am freigemachten ruhenden Ersatzkörper lau- 
tet demnach (Bild 8-20,Pos. b) : 


Dres a Belle: ae ee 


2 


a = ae Mei = H’&* Z.) / Dr: ; 


1000.9,81.0,2.%.0,5° - 600.9,81. 7,0,52 
4 4 


| sa = 6,54 n/s®. 
600.9,81. (7/4) .0,5° 


b)e=f(t): 


Die erste Integration der Beschleunigung führt zu: 


ce = dz/dt = a.t + const ; 


als Anfangsbedingung kennt man t = O und c = O;deshalb verschwindet 
die Integrationskonstante,und es gilt: 


ce = 6,54. . 


ce) z=f (t): 


Die zweite Integration der Beschleunigung führt dann zu: 


1 
er ea ns 


— _2 
und zwar unter Berücksichtigung des Anfangswertes t = 0 und z=0. 


d) t, : 


Für die Steighöhe z = h, = 5 m erhält man aus der letzten Beziehung: 


t = 0,958 S ® 


S 
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e) Schwingungsgleichung: 


Schwingungen treten immer dann auf,wenn ein Wechselspiel zwischen 
potentieller und kinetischer Energie stattfinden kann.Das ist aber 
im vorliegenden Beispiel der Fall. 

Taucht das Holzstück mehr aus dem Wasser auf,dann fungiert ein Mehr- 
betrag an Schwerkraft als rücktreibende Kraft;verschwindet das Holz- 
stück dagegen mehr im Wasser,dann ist es der Mehrbetrag an Auftrieb, 
der als rücktreibende Kraft fungiert. 

Für die weiteren Betrachtungen führt man eine Hilfskoordinate Ö ein 
(Bild 8-20,Pos. c ).-Das Kräftegleichgewicht am freigemachten ruhen- 
den Ersatz-Holzklotz lautet damit: 


Zr ee - Pose + Fan = 09 + - Datenbeschaffung: 


Mr =2 ,..Ach ; F st = 9,7] .8-A. ; Fon u Q y-g-A.h . - Daraus er- 
gibt sich nachstehende Differentialgleichung: 


Typ: Lineare,inhomogene Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi- 
. zienten.Die Störfunktion ist ebenfalls eine Konstante. 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung setzt sich aus 
der allgemeinen Lösung der homogenen Differentialgleichung und einer 
Partikulärlösung der inhomogenen Dgl. zusammen: 


Bei der homogenen Lösung erhält man bekanntlich die allgemeine Lösung 
einer harmonischen Schwingung: 


er = A.sin @ .„t + B.cosc9 .t = C.sin (.t+t + op) 


Dabei beträgt die Winkelgeschwindigkeit des Radiusvektors oder Pha- 


sSsorSs: 


Eine Partikulärlösung bietet sich mit 
= 2 
5 = g/W) 
an.Somit lautet die allgemeine Lösung der Dgl.: 


ec.ein(w.t+P) + we 


Die beiden Integrationskonstanten C und P lassen sich durch ent- 
sprechende Startangaben bei t = 0 für < und e ermitteln ! 


f)T: 


Die Schwingungsdauer ergibt sich aus 


A 3 


In Zahlen folgt: 
2 
m = a a a m Er ; T = 0,695 Ss . 


/(9,81.1000)/(600.0,2) 


Bemerkung: 

Handelte es sich bei der Holzplatte um eine Art Floß,dann könnte man 
die Schwingungsdauer erträglicher gestalten durch Verdickung der Plat- 
te.Interessanterweise kommt die Plattenfläche in der Gleichung für die 
Schwingungsdauer nicht vor.-Die Verstärkung der Platte kann nicht be- 
liebig fortgesetzt werden,ohne dabei die Schwimmstabilität zu stören. 
Darauf wird im nächsten Beispiel eingegangen. 


11.Beispiel 


Die Symmetrieachse eines zylindrischen Schwimmkörpers steht senkrecht, 
Bild 8-21.-Man bestim- 
me den Grenzwert d/h 
für die Schwimmsta- 
bilität. 

Angaben: 

9 „= 750 ke/n” ; 

Q „= 1000 kg/m”. 


Lösung: 


Die Verdrängungstiefe 
1äßt sich mit G1.(8-2) 
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U 
sofort angeben: V„=4Ah = (Py/ 9,])-A.h ; 


| 
Bel / Pad, - 
Der Schwerpunktsabstand SzMır lautet dann: 


1, = 0,5.(h-h ) = 0,5.n.(1-9,/ EP) - 


Nach G1.(8-3) berechnet man die metazentrische Weite : 


In (Rja).ta/2)* u en 
Lue = — = ———— . Jetzt folgt mittels 


des Stabilitätskoeffizienten k nach G1. (8-4): 


2 
Lye d 
k= z EEE TE oder: 
o ; } 
K 
d/h = 2. 2.k. EIS .(1- 0 ie . 
fl 


Für den Grenzwert der Stabilität k = 1 und die angegebenen Werte er- 
hält man: 


= 1,225 . Es gilt somit: 


für k>1 ist aä/h>1,225 : stabiles Gleichgewicht ; 
für k<ı1 ist d/h< 1,2235 : labiles Gleichgewicht . 


Bemerkungen: 


Für einen längs liegenden zylindrischen Schwimmkörper gilt immer in- 
differentes Gleichgewicht,da beim Drehen des Körpers um seine Längs- 
achse die Verdrängungsverhältnisse nicht geändert werden (Bild 8-21, 
Pos. b ).Jeder Durchmesser kann Momentan-Schwimmachse sein! 
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12.Beispiel 


Man untersuche die Schwimmstabilität eines Quaders von quadratischem 
Querschnitt.Dabei beachte man drei verschiedene Schwimmlagen: 


a) bei vertikaler Längsachse ,Bild 8-22,Pos. a ; 
b) bei horizontaler Längsachse nach Bild 8-22,Pos. c ; 
ce) bei horizontaler Längsachse nach Bild 8-22,Pos.d . 


BILD 8-22 


Lösungen: 


a) (a/h) : 


Grenz 
Die Verdrängungstiefe kann formal dem letzten Beispiel entnommen wer- 


h = (Sf 9.7). ’ 
REINER TPSHE TR 


gleicherweise läßt sich auch der Schwerpunktsabstand übernehemen: 


‚Ts er 0,5.h. (1- 9 2.) . 


Die metazentrische Weite berechnet sich üblicherweise mit G1.(8-3): 


den: 


Ye = I /Yy = (atyı2)/(a?.n') = (P,,.a°)/(12.Q,.h) ‚Bild 8-22,Pos. b. 
Bo ne ee ee nen er ern 


SIoRE 


Es ist hier bemerkenswert,daß das Flächenträgheitsmoment I, für alle 
x-Achsen den gleichen Wert hat,da die Trägheitsellipse in diesem Fall 
ein Kreis. ist.Für den Grenzwert k = 1 des Stabilitätskoeffizienten 


folgt nunmehr: 


k = —- ———___.0[0] . Daraus ergibt sich: 


Für Holz in Wasser kann man annehnen: SL / Pr = 0,5...0,8 ; also: 


(a/h)arenz = 1,225 ... 0,8 . 
' . 
DICeh a) grenz Sa 
Hier führt man besser das Verhältnis h'/a ein . -Datenbeschaffung: 
Verdrängungstiefe: h'= a. re Se ; 
Schwerpunktsweite: Is = 0,5.a.(1- %r 9a 5 
metazentrische Weite a? " 
Er 5 | Prr' 
Il, = —- =a”/ (12.h'!) = ————; 
Ne 12. 
a.h'.h "2K 
Stabilitätskoeffizient: 
Iyre 1 
k= = FIT . 
ia il Dre 


Mit dem Grenzwert k = 1 folgt nach Auflösung einer quadratischen 
Gleichung für das Dichteverhältnis die gesuchte geometrische Bezie- 


hung: 
0,789 < h'/a= 9 ,/P,]< 9,211 : Stabilität ! 
0,211 <h'/a = Or/Pp <0,789 : lIabilität . 
t . 
ec) (h (a) grenz,d i 


Für diese Schwimmlage erhält man sinngemäß: 
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Verdrängungstiefe: Aus dem Schwimmgleichgewicht folgt nach Archime- 


des 2 . 2 : | 
Sgs-atch=Q,,.eh'ü.h; .ı5_ zz ; 
| BEBESESRAEAERGEREKENIEEL:. PENBERIDREINERFUE.SEERNG | 


Schwerpunktsweite: a. Ve 2 Y2 2 9x 
1, = —— -h'sa. (—--.|1) ; 
2 3 2 3 Pa 
metazentrische Weite: 5) 
1 = _I — . = — ‚„n'! = .8. 1 —— \ 
Me h n'2 o 
Vr : 3 3 21 


Für den Grenzfall k = 1 folgt: 
nn" 7220,55. 
h' /a > 0,3535 : Stabilität ! 
h'/a < 0,3535 E lLabilität . 


13.Beispiel 


Ein Seeflugzeug von der Masse m = 10 t besitzt seinen Körperschwer- 


punkt in einer Höhe von z. = 1,5 m über dem Wasserspiegel.Der Abstand 


5) 


zwischen den Längs- 
achsen der beiden 
Schwimmkörpern beträgt 
2.,L = 3 m.Die Schwimn- 
fläche besteht aus zwei 
Rechtecken von den Ab- 
messungen a = 0,6 m 
und b = 8 m,Bild 8-23. 
Die Tiefenlage des Ver- 


drängungsmittelpunktes 
wird mit hy, =0,3 nm 
angegeben.- Man ermitt- 
le die Qeerstabilität. 


BILD 8-23 


Lösung: 


Das Flächenträgheitsmoment der Schwimmfläche bezüglich der x-Achse 


beträgt: 

b a? 

s 2 j 

I, = 2.(— + L7,a.b) nach dem Steinerschen Lehrsatz.In Zahlen: 

.12 

= 3 2 4 
I, = 2.( 8.0,6°/12 + 1,5°.0,6.8 ) = 21,89 m . 
Verdrängungsvolumen: V, =ım (2 yp — 10* / 1000 = 10 m” s 
Metazentrische Weite: 1, = I, / V,, = 21,89 / 10 = 2,189 m . 
Stabilitätskoeffizient: 
k = 1 v4 l4 = 21,89 / 1,8 = 1,216 >1 . 

14.Beispiel 


Man untersuche die Roll- bzw. Schlingerschwingungen eines Schwimm- 


körpers im reibungsfreien Fall,Bild 8-24. 


Besonders sollen untersucht werden: 


a) 


b) 
c) 


d) 


e) 


die Differentialgleichung der Schwingung und ihre allgemeine 
Lösung; 

die Schwingungsdauer; 

die Schwingungsdauer einer Schlingerperiode in einem realen 

Fall (Bild 8-24,Pos. c ). 

Die Schwimmfläche wird durch ein flächengleiches Rechteck ersetzt: 
b=5 m; L=50 m ; der ausgeglichene Tiefgang beträgt h = 2,5 ın; 
die angenäherte ausgeglichene Gesamthöhe des Schiffes sei mit 

H = 12 m angenommen. Effektiver Stabilitätsfaktor k = 1,5. 

die Schwingungsdauer einer Nick- bzw. Stampfperiode;sonstige 
Angaben wie unter Pos. c. 

Man vergleiche die Quer- mit der Längsstabilität ! 


Lösungen: 


a) 


Dgl. und allgemeine Lösung: 


Das dynamische Grundgesetz für die Drehbewegung lautet: 


Es 


2 = u.Xx (8-8). 


bedeuten I, das Massenträgheitsmoment bezüglich der Drehachse und 
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a Sa’ SA b 
z 
1x a 
» Me 
& “ 
ar = ı (dt 
BR z z Fo 
” Su — _& T y 
— " en. 
Inu 4 Fr 
Mufli iMv e 
ı 
/ rs Ast 
SA SA 


c 
Ausgeglichene 
Schwimmfläche x 
BILD 8-24 


OL die Winkelbeschleunigung. 
Nach d'Alembert schreibt man dieses Gesetz folgendermaßen um: 


(8-9). 


Wiederum werden Dynamik-Aufgaben zu quasi-statischen Aufgaben am ru- 
henden Ersatzkörper!-Alle einwirkenden Drehmomente zZM, stehen mit 

den Drehmomenten der Trägheitskräfte -I3. X im Momentengleichgewicht. 
Der Ausdruck -I,.X wird am freigemachten und ruhenden Ersatzkörper 
immer entgegen der als positiv angenommenen Bewegungsrichtung einge- 
tragen (Bild 8-24,Pos. b ). 

Jetzt lautet das Momentengleichgewicht,wenn man den Koordinatenur- 
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sprung mit dem Drehmomentenbezugspunkt identifiziert: 


! z 


t 
Die Drehmomentenwirkung der beiden Kräfte Fa und F, a ist aber auch 
9 


gleich derjenigen eines Kräftepaares,so daß notiert werden 


t Er = = 
Ast 90 er x =» 


Ersetzt man hierin s durch Aye -_ t,).sin(X ‚dann folgt: 


-F 


Schließlich beschränke man sich auf kleine Schwingungsausschläge;da- 
durch ist die Lösungsvereinfachung X =sinX möglich.-Datenbeschaffung: 


Vre 


2 PaEN . Au Far . = ! = 
G1.(8-3) : lye = 1, /Vr 5 61.(8-1) und (8-2): Fo st Ft” Sgr 6 y 


Nach Einsetzen und Verwerten dieser Zusammenhänge erhält man die Dif- 
ferentialgleichung der Querschwingungen: 

a I, / Yyls 

A + ne EEE EEE } 9 18V ® A = Ö } 


Iax- 


Typ: Lineare,homogene Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien- 
ten: Dgl. der harmonischen Schwingungen. 


Die Winkelgeschwindigkeit des Phasors beträgt: 


-. 


die allgemeine Lösung für diese Dgl. lautet in Anlehnung an Beispiel 
10: 

K=A.sin(W.t+%) 
mit A ( Amplitude) und <p (Phasenverschiebung) als den beiden Integra- 
tionskonstanten. 


b) die Schwingungsdauer T, : 
Sie berechnet sich folgendermaßen: 
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lax 


De &- ( I, _ 14V) 


c) Toe : 


Datenbeschaffung: 


Verdrägungsvolumen V, = b.h.L = 5.2,5.50 = 625 m’ (Bild 8-24,Pos. ce). 


Schiffsmasse m = 9] Yy= 1000.625 


625 000 ke . 


Angenähertes Massenträgheitsmoment (Richtwert): 


625000 
g PASRBIEE ‚(524122)=8,802.10°kg.m“. 


Flächenträgheitsmoment der Schwimmfläche bezüglich der x-Achse: 


bp’. L 5,50 


1, = = 520,83 m*. 
12 12 he ee en, 
520,83 
Schwerpunktsabstand 1, = 1, /k = I. / (k.V,) = ——— = 0,556 m. 


Mit diesen Daten folgt für die Schwingungsdauer einer Querschwingung: 


u 
z 8,802.10° 


Toc = 2.97% _— [0000000000000 02.00 = 14,285 . 
en 1000.9,81. (520,83 - 0,556.625) BSRSERRENERERER 


d) Schwingungsdauer einer Nick- oder Stampfperiode(Längsschwingung)T, : 


Das gleiche Verfahren führt zur Schwingungsdauer 1,5 nur müssen das 
Schwimmflächenträgheitsmoment bezüglich der y-Achse und das Massen- 
trägheitsmoment mit der y-Achse als Drehachse berechnet werden: 


2. 2 


er 


en 


dy 


= 25 N: 


Angenähertes Massenträgheitsmoment 


m 625000 
1,3 — War) = —— .(5%450°) = seen , 
sy 12 12 


Flächenträgheitsmoment der Schwimmfläche bezüglich der y-Achse 
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Somit läßt sich die Schwingungsdauer T, berechnen: 


131,51.100 


7 
— 1000.9,81.(52083 - 0,556.625) 


= 3,2085 . 


Das ist aber ein unerwartetes Ergebnis,daß I, < To ist ! 


e) Vergleich der Quer- und Längsstabilität: 


Die effektive Querstabilität ist mit Ko = 1,5 angegeben.Der Stabili- 
tätsfaktor für die Längsstabilität lautet: 
52,083.10° 


k, = I_/ (1.4) = Do = 149,9 . 
we 0,556.625 


Die Längsstabilität ist etwa 100mal größer als die Qerstabilität. 


9 DAS RELATIVE GLEICHGEWICHT 


9.1. Absolut-,Fahrzeug- und Relativbewegung 


Absolutbewegung 


Der Trägheitssatz: 
Jeder Körper verharrt in dem Zustand der Ruhe oder der gleich- 
förmigen Bewegung,wenn er nicht durch äußere Kräfte daran ge- 
hindert wird, 


gilt genauso wie das dynamische Grundgesetz me m.a nur für ein 
ruhendes Koordinatensystem (Inertialsystem).Man nennt es auch Abso- 
lutsystem,Bild 9-1. 

Das x,y,z-Koordinatensystem wird demnach als Absolutsystem deklariert. 
Die Bewegung des Punktes P(x;y;z) gegenüber diesem System heißt Abso- 
Jutbewegung.-Der Geschwindigkeitsvektor hierfür lautet: 


| 
(9-1). 
Der Beschleunigungsvektor für die Absolutbewegung heißt: 
er de, de dc, 


dt dt at 
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Fahrzeugbewegung 


Bewegt sich ein 
Fahrzeug 0',mit wel- 
chem das x',y',z'- 
Koordinatensystem 
fest verbunden ist, 
gegenüber dem Abso- 
lutsystem,so spricht 
man von einer Fahr- 
zeugbewegung,die 
sich mittels der 
Fahrzeugkoordinaten 
(Ay YprZp) beschrei- 
ben läßt. 

Der Geschwindigkeits- 


x BILD 9-1 vektor für die Fahr- 
zeugbewegung lautet: 


dx dy dz 
Y= i.v, + J.v, + kev, = ._— + j» Be +kK. F (9-3). 


dt dt at 


Relativbewegung 


Beobachtet man die "Realbewegung" eines Punktes P von einem Fahrzeug 
aus,genauer gesagt: von einem bewegten Koordinatensystem O' aus,dann 
spricht man von einer Relativbewegung.Hierfür gilt das dynamische 
Grundgesetz nicht mehr ohne weiteres! 

Das (x'!;y';z')-Koordinatensystem wird als Relativsystem deklariert. 
Die Bewegung des Punktes P (x';y';z') gegenüber diesem System heißt 
bekanntlich Relativbewegung.-Der Geschwindigkeitsvektor lautet: 


(9-5). 
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Der Beschleunigungsvektor für die Relativbewegung heißt: 


(9-6). 


l1.Satz von Coriolis: 


Die genannten drei Geschwindigkeiten setzen sich vektoriell folgen- 
dermaßen zusammen: 

— 0m 

C=v+w (9-7). 


2.Satz von Coriolis: 


Liegen nur translatorische Bewegungskomponenten vor,dann lassen sich 
die Beschleunigungen folgendermaßen zusammenfassen: 


+ a (9-8). 


Liegt eine allgemeine Bewegung vor,bei welcher also neben der Trans- 
lations- auch eine Rotationskomponente vorkommt,dann gilt zwar noch 
G1.(9-7),aber nicht mehr G1.(9-8).In diesem Fall kommt noch die Kon- 
‚plementär- oder Coriolisbeschleunigung hinzu!-Sie berechnet sich fol- 
gendermaßen: 


BESEHaN CREER u —ı 
Be 2.075 xw) (9-9). 


or stellt die Rotationskomponente der Fahrzeugbewegung dar.Die drei 
Vektoren bilden ein Rechtssystem.( Regel der rechten Hand: Der Dau- 
men. weist in Richtung des Winkelgeschwindigkeitsvektors,wobei die ge- 
krümmten Finger den Drehsinn verdeutlichen;der Zeigefinger gibt die 
Richtung der Relativbewegung an;der Mittelfinger zeigt in Richtung 
der Coriolisbeschleunigung. ) 
Für den allgemeinen Bewegungsfall ist der zweite Satz von Coriolis 
folgendermaßen zu erweitern: 
—— [un 
a= a 


+ +a 


- an r Cor (9-10). 


Bewegt sich ein Fahrzeug ( im Sonderfall kann es sich auch um einen 
Massenpunkt handeln ) gegenüber dem Absolutsystem oder ein Massen- 
punkt relativ zum Fahrzeug,dann kann man im Sinne der natürlichen Ko- 
ordinaten bei einer gekrümmten Bahnkurve eine Aufteilung der jewei- 
ligen Beschleunigung in einen tangential gerichteten Anteil und in 
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einen zum Krümmungsmittelpunkt hin gerichteten Anteil vornehmen.Es 
gilt dann: 


(9-11). 


(dr, stellt den Einheitsvektor dar; er ist,vom Krümmungsmittelpunkt 
aus gesehen,nach außen hin gerichtet;deshalb ist Sn a als die 
Zentripetalbeschleunigung der Fahrzeugbewegung nach innen gerichtet, 
Gleiches gilt auch für die Relativbewegung. Ihre Beträge lauten: 


a /r ; — w /r (9-12). 


Der Index t weist auf die Tangentialkomponente der betreffenden Ge- 
schwindigkeit hin, und unter r ist der Krümmungsradius zu verste- 
hen. 


9.2. Dynamisches Grundgesetz für die Relativbewegung 


Für die weitere Betrachtung der Relativbewegung ist eine andere 
Schreibweise der G1.(9-10) vorteilhaft: 


— m 


a =a-a,. -a 
E Cor 


(9-13). 


Multipliziert man diese Gleichung mit der an der Bewegung beteilig- 

ten Masse m ,‚deren NMassenmittelpunkt mit dem in Bild 9-1 erwähnten 
Punkt P identifiziert werden kann,dann erhält man das angestrebte 

dynamische Grundgesetz für die Relativbewegung: 


a in En —_—- 
a_ >= 


m.a m.a = m.a,n - Manor (9-14). 


ma ER ist eine physikalisch nachweisbare Kraft, 

-m.an stellt eine erste Hilfskraft dar und wird auch d'Alembertsche 
Hilfskraft genannt. 

stellt eine zweite Hilfskraft dar und wird auch Coriolis- 


-I1 a 
Cor 
kraft genannt. 


9.3. Relatives Gleichgewicht 


Wendet man die Philosophie des d'Alembertschen Prinzips,6l.(8-7), 


- 134 - 
auch für die Relativbewegung an,dann schreibt sich die. allgemeinste 


Kräftegleichgewichtsformel für den freigemachten ruhenden Ersatzkör- 
per (nicht das Fahrzeug!) folgendermaßen an; 


(9-15). 


Es sei nochmals daraufhingewiesen,daß die Quasi-Ruhe gegenüber den 

mit dem Fahrzeug fest verbundenen relativen Koordinatensystem herge- 
stellt wird.Außerdem lassen sich die Fahrzeug-und Relativbeschleuni- 
gungen mittels der G1.(9-11) aufschlüsseln! | 

Ein Sonderfall des relativen Gleichgewichts liegt dann vor,wenn ein 
mit dem Fahrzeug fahrender Beobachter keine Bewegung des Massenpunk- 
tes P feststellen kann.Die Relativgeschwindigkeit ist identisch null, 
so daß man vom relativen Ruhezustand spricht. 

Wegen w = O0 verschwinden Relativ- und Coriolisbeschleunigung.Die 
Gleichungen (9-7),(9-10),(9-14) und (9-15) vereinfachen sich zu: 


= m.a,n ; i = | (9-16). 


(4'Alembertsches Prinzip nach G1. (8-7) 


Mit diesem Gleichungspaket 1äßt sich das Kräftegleichgewicht im relä- 
tiven Ruhezustand untersuchen. Obige etwas weitergehenden Betrachtung- 
en sind deshalb vonnöten,weil bei Problemen der relativen Ruhe mur 
die Fahrzeugbewegung beschrieben wird und eine Angabe zur Absolutbe- 
wegung fehlt! 


9.4. Beispiele 


1.Beispiel 


Die Steighöhe eines Fahrstuhls in einem Hochhaus beträst h = 2I0 nm; 
seine gesamte Fahrzeit beträgt t = 38 s.Bis zur halben Höhe wird eine 
lineare Beschleunigung verzeichnet;danach tritt eine lineare Verzö- 
gerung ein. 

Auf dem Boden des Fahrstuhls steht ein Wassergefäß (Leermasse me 

4 kg ),das ein Volumen von V = 0,03 m? faßt,Bild 9-2.Der Atmosphären- 
druck ist konstant.-Man ermittle: 

a) die maximale Beschleunigung am Ende der Beschleunigungsphase; 


b) hierfür die maxi- 
a b male Bodenstütz- 
z | r z' kraft auf das Wasser- 
gefäß; 
ce) den Verlauf der 


Fü * MBoderr FB 
Stützreaktion Wasseroberfläche 


während der Beschleu- 
nigung. 


1: 


77777777 


Lösung: 


> 
2) @7z ‚max : 
Zwischen z = DO und 

z = h/2 = 105 m gilt 


BILD 9-2 eine. zeitliche,lineare 


Beschleunigungszunah- 

me von a, = O bis 
any 7 Anz ‚max . Das zur Verfügung stehende Zeitintervall beträgt da- 
bei t = 19 s.-Beschleunigungs-Zeit-Funktion: 


RE =t:19 . 


Geschwindigkeits-Zeit-Funktion: 


VÖ [arz-4t = ( a; 1 SE Dre u 


2 


Les 
Weg-Zeit-Funktion: 


Da der Fahrstuhl anfangs in Ruhe gewesen ist,fallen die Integrations- 
konstanten weg.Aus der letzten Gleichung ergibt sich für die bekann- 
te halbe Steighöhe und die entsprechende Steigzeit die gesuchte maxi- 
male Endbeschleunigung das Fahrzeugs (Fahrstuhls) zu: 


= 3 _ 2 
na 105.114/19” = 1,745 n/s” . 


b) F, : 


Das Fahrzeug hat die Masse aus Wasserinhalt und Becher zu beschleu- 
nigen: 


nem +my=4+ 1000.30.10” = 34 kg . 
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Das relative Gleichgewicht lautet demnach (Bild 9-2,Pos. b): 


Fz 


Ze — F2 - m.g - ma, = 0 .„- Es sei hier. wieder einmal an die 
a ee ee an ee Klassifikation der Kräfte erinnert 
(vgl. Abschn. 4),wonach in der Fluidmechanik letztlich nur Massen- 
kräfte (äußere Kräfte und Trägheitskräfte) und Flächenkräfte (Druck- 
und Tangentialkräfte) eine Rolle spielen,wenn man von den Linien- 
kräften absieht.-Im angefangenen Beispiel liegen folgende Kräfte vor: 


Äußere Kraft (Feldkraft) : F = m.f, =m.g ; 


a 
Trägheitskraft - Fr = Man, ; 
Flächenkraft (Stützreak- 

tion des Druckes) : F, z 


Für den Fall maximaler Fahrzeugbeschleunigung erhält man: 


ce) Verlauf der Wasseroberfläche z'!' = f (x!) : 


In den Abschnitten 5.4.2 und 5.4.3 führte das Gleichgewicht zwischen 
den Druckkraft-Stützreaktionen und der Massenkraft (dort nur Feld- 
kraft) geradewegs zur Potentialfunktion (-e_ ),einem mathematischen 
Ausdruck. (+e_) entspricht bekanntlich der spezifischen potentiellen 


f= -grad en =- 
Dieser Sachverhalt läßt sich nun auf das relative Gleichgewicht im 


Energie.Gl. (5-12) lautet: 7 Ve 
p “ 


z',x'-Koordinatensystem des laufenden Beispiels übertragen. i 

Da in x'- und in y'-Richtung keine Massenkraftkomponenten zu verzeich- 
nen sind,kennt man hierfür auch keine partiellen Änderungen der Po- 
tentialfunktion nach 61. (5-11): 


de 
f em P = 'O , T ı > 
z %x' y 


an 
ay' 


Nun kann weiterhin auf das partielle Differentialzeichen verzichtet 


werden,da es sich nur noch um einen 2'-Zinfluß handeln kann! 
Die gesamte z'-Komponente der massenspezifischen Kraft f,: setzt sich im 
obigen Kräfte- und Orientierungsfall zusammen aus zwei Anteilen: 
- g ‚dem nach unten gerichteten Anteil der Feldkraft und 
-amo dem ebenfalls nach unten gerichteten Anteil auf 
Grund der Trägheitskraft,herrührend von der Fahrzeug- 
beschleunigung. 
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de 
p 
= = no = m 4 | L [} 
fe = 78 Tan, ; de, (g + an, ).dz' ; daraus folgt 
dz' 


für die massenspezifische potentielle Energie: 


nd 
en Heiner .t / 19 ).z'!' + K, ; 


Hier spielt die Zeit sogar die Rolle eines Parameters!- Kl ist eine 


- (sta,,).z' + Kı =(g+ra 


Integrationskonstante. 

Die Interpretation dieser Ergebnisgleichung läßt folgenden Schluß zu: 
Zu einer gewissen Zeit haben Äquipotentialflächen (-e _=const) 
die Form einer horizontalen Fläche (z'! = Konst). 

Damit folgt auch mit den Erkenntnissen von Abschn. 6.1 (Druck- 
formel für Flüssigkeiten,Sonderfall für inkompressible Fluide), 
da Äquipotentialflächen auch Isobarflächen sind: 

Zu einer gewissen Zeit haben Isobarflächen (p = const) die 
Form einer horizontalen Fläche ( z' = Konst). 

Da eine freie Oberfläche wegen p_ = const eine Isobarfläche 
abgibt,ist auch der gesuchte Oberflächenverlauf im beschleu- 
nigten Wasserbehälter eine Horizontalfläche. 


2.Beispiel 


Bin Wasserbehälter rechteckigen Querschnitts gleitet zunächst ohne 
Reibung eine schiefe Ebene (X = 30° ) herunter.Die Behälterhöhe im 
Ruhezustand heißt an der unteren Kante h, ‚Bild 9-3,Pos. a. 


Man ermittle: 


a) die Gleichung der freien Oberfläche z' = f (y') 

b) die Überdruckkraft auf den Behälterboden Fu ,AB 

c) die Überdruckkraft auf die Seitenwand F u,ac ? 

d) die Überdruckkraft auf die Seitenwand F 4, BD ; 

e) die gleichen Zusammenhänge wie unter a) bis c),mit dem Unterschied 
aber,daß der Behälter nun unter dem Einfluß von Reibung nach un- 
ten gleitet (Ar= 0,3 ).-Weitere Angaben: Länge L = 3 m; Breite 
be=.2m% 25 a 


Lösungen: 
a) et lye)® 


Aus dem Kräftegleichgewicht am freigemachten Fahrzeug folgt in 
y-Richtung ‚Bild 9-3,Pos. b: 
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Be = pa, + Mn.8.5in&X pe any z Mr P Ace = O0 ; daraus folgt: 


any = g.sinX . 


Aus dem relativen Gleichgewicht an der freigemachten ruhenden Ersatz- 
masse dm,(Bild 9-3,Pos. c ) folgt: 


- 1359 - 


Fr; = u + F üz'l - F nüz'2 + dn.g.sin X= 0 . 


Die zusammengefaßten Massenkräfte lassen sich wieder wie im letzten 
Beispiel durch die Wegableitung eines Potentials bestimmen,so daß 
gilt,und zwar zunächst nur in y'-Richtung: 


oe 
p 
2 z = z = any + g.sin@& ; setzt man die für an ermittel- 
1 
y de, 
te Beziehung ein,dann wird f,=- — - 0 „ Die resultierende 


‘ 
“ Iy' 
spezifische Massenkraftkomponente in x'-Richtung(senkrecht auf dem 
Bild stehend) entfällt,so daß sofort 
Qe 
p 


x Dei 


Schließlich lautet das relative Gleichgewicht in z'-Richtung: 


‘= 0 notiert werden darf. 


’2 Fe; = -dm,.8.cosK + F F = O0 ; deshalb lautet die 


püz'l ° "püz'2 
resultierende spezifische Massenkraftkomponente in z'-Richtung: 
e 
£ p 


f,=- = -g.coso( . Die Integration ergibt für die 


z'! a 


massenspezifische potentielle Energie: 


° = 8.cosı&X .z' + Konst . 


Die diesbezügliche Potentialfunktion lautet somit: 


_ en = -g.cos .z' - Konst . 


Erinnert man sich jetzt der Druckformel,61.(6-1),so ergibt sich: 


1% p 
—+e =—+ g8g.cos& „z' + Konst = C oder: 
a 5 
p + @ .8.COS& .2z' = coist ö 
Danach lassen sich Isobarflächen mit z'! = Const beschreiben: 


Es handelt sich um Flächen,die parallel zum Behälterboden verlaufen. 
Damit verläuft die freie Oberfläche als Isobarfläche ebenfalls paral- 
lel zum Boden! 
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Die Konstante der Druckformel läßt sich somit leicht ermitteln: 
D. + D .8.C0SXK .2, = const s 


damit schreibt sich die Berechnungsgleichung für den lokalen Über- 
druck im Behälter : 


ho 
l 

Oo 
? 

ke, 
N 


ie .(z) -2!). 


b) F u,aB ? 
L.b, 


Die Bodendruckkraft ermittelt sich einfach mit Fü AB Pr 
9 
da ja am Böden der Druck überall gleich groß ist? 


Fa = 1000.9,81.cos 300,.(1-0).3.2= 50 974,3 N. 


c) Tal ' 
Hier verläuft die Druckverteilung linear mit der Tiefe.Damit gilt 
G1.(7-8) entsprechend. 


Fü,ao = 9 -grcosal. (25 / 2 ).b.25 = 1000.9,81.cos 30°.0,5.2.1 


4) Fun? 


Da die Flüssigkeit an der Wand BD genauso hoch steht wie bei AC,sind 
die Wanddruckkräfte auch gleich groß: 
F oü,BD =8495,7N . 


e) Gleiche Zusammenhänge wie oben,nur mit Reibung: 


Beim Kräftegleichgewicht am freigemachten Fahrzeug kommt zusätzlich 


die Reibungskraft F2 hinzu,Diese Kraft ist in Bild 9-3,Pos. b,in 
Klammer gesetzt worden.Hier wird sie in die Gleichung mitaufgenonm- 


men: 
2,yi = peäpy + Mn+8.Ssina _ Myeapı + m,.8.sinol - F, = 0 2 
Das Coulombsche Reibungsgesetz | 

Fn = A Fy (9-17) 


und das Kräftegleichgewicht in z-Richtung 


De = Fr - Far .cosX - Fay .cosoÄ = O0 
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lassen über die normale Auflagerkraft Fr die Reibungskraft berechnen: 


LFR — 4-E. (mn + my).cos il ';s es bedeuten: 


Mm die Fahrzeugmasse und My die Wassermasse.-Für die Fahrzeugbeschleu- 
nigung läßt sich nunmehr angeben: 
apy = g.(sinX = 4.008 X) ; 


Aus der Tatsache,daß die resultierende spezifische Massenkraft in 
x'-Richtung null ist,notiert man: 


Qe 
1% 
x' = — = Ö [} 
en ON 
Das Kräftegleichgswicht ergibt in y'-Richtung für die resultierende 
spezifische Massenkraft: 


f,=- — = -.[( sinK - 1 .cosX) + g.sin&X ER, j 


Das Kräftegleichgewicht ergibt in z'-Richtung für die resultierende 
spezifische Massenkraft: 
e 
5 1% 
ft, = = —- 8.C0oSsX&K . 
| %z' J 

Das totale Differential der massenspezifischen potentiellen Energie 
heißt schlußendlich: 


de, O8, 0% 
de = — .dx' + .dy' + .dz' . 


Unter Verwertung der Teilergebnisse erhält man: 


de, =0 + (- /4.8.008X).dy' + 8.Cos&X .dz' . Die Integration heißt: 


ne = M.g.COSX .y' + 8g.CcosX .z' + Konst , 


ein Ausdruck,welcher der massenspezifischen potentiellen Energie 
entspricht.Daraus ergibt sich der Sachverhalt,daß eine Äquipotential- 
fläche sich mit z' - M.y' = const beschreiben läßt. 


Das ist aber die Gleichung einer schiefen Ebene bzw. einer geneigten 
Geraden: z' = const + U.y’ R 


Die Wasserspiegelneigung ist in Bild 9-3,Pos. d ‚gezeigt.Da die Ach- 


= 1432 


senabschnitts-Steigungs-Gleichung vorliegt,entspricht Pag: = tg /3 ; 
der Steigung der Geraden.-Mittels dieser Versuchsanlage kann man auch 
den Reibungsbeiwert U bestimmen! 
Aus der Ergebnisgleichung für en und G1. (6-1) folgt für die Druckver- 
teilung: 

p = 49.8.0038 .y' + D.8g.cosa .z!' =C . 


Gleichung der Isobarflächen: z' =K+ AM.y' . 


Ermittlung der Konstanten C win der Druckformel: 
p, + DO .8g.c0osıl ‚2, =C ; damit folgt für den lokalen 
Überdruck im Behälter: 


p RS .y' + O .g.cCOoSsX .2' = P, + 9.8g.cosıl .2, 
Pi; = P-P, = UP .g.cosX .„y' + D.g.cosX.(z} - 2!) ., 


Bee F ü,Er : 


Zusammenhänge werden in Bild 9-3,Pos. d,gezeigt.Die Druckverteilung 


am Boden EF ergibt sich für z' =0: 
= ' ‘ 
PERF = P.8g.cosaX .y' + D.8.008 X .z, ; 


Somit berechnet sich die Bodendruckkraft mit 


+L/2 
en ee re ' 
Fü, Er = | Pu,ar-% = (m. .b.dy' = D .g.cos X »Z& sp : 
(App) -L/2 


Damit ist nachgewiesen,daß hier,also im reibungsbehafteten Falle,die 
Bodendruckkraft genauso groß ist wie bei reibungsfreier Abwärtsbewe- 


gung: 


HzJ 


pü,ER — Fpü,ap "PO IT 5 N 


Überdruckkraft F. : 
pü,EG 


Hier erhält man für (-L/2) = y' die Druckverteilung längs der Seiten- 
wand EG: 


L 
Pu,ne ” - 4. 9.8.0080. = +8.8.cosd.(z} - 2') 5 
t | | 


Differential der Seitenwanddruckkraft: 


dF .dA= .b.dz2!' . 


pü,EG ” Pu,Es Pi,EG 
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Integrationsgrenzen: z' = O bis z2' = 2 


; nit z" = z' - (1/2).t8,2 ; 


n 
Er 


z'" 
2 L " 
zZ 
Fi ,EG = | Pu,Ea*P .dz! _ = D .g.cosol sb; zı. ( age —+ 2, = u ; 
ee 
3.Beispiel 


Ein Wasserbehälter von quadratischem Querschnitt ( L=0,4m) und 


einer Leermasse von Mm, = 5 kg wird durch eine Seilkraft von F = 600 N 
beschleunigt,und zwar auf horizontaler Bahn,Bild 9-4,Pos. a .- Man 
ermittle bei an 0,4m: 


“. 
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a) die maximale Füllstandshöhe 2, ,‚aamit bei ‚reibungsbehafteter 
Rutschbewegung ( A1= 0,3 ) eine beschleunigte Bewegung möglich 
ist; 

b) das Gleiche im reibungsfreien Fall; 

c) die Gleichung der freien Oberfläche. 


Lösungen: 


= 2 omax 


Gleichgewichtsbetrachtungen am freigemächten,ruhenden Ersatzfahrzeug 


führen zu einer Grenzbetrachtung,woraus a,„_> 0 hervorgeht (Bild 9-4, 


Fy 

Pos. b). 
DA a ey at = 0 5 
RER = -Foy - Fop + Fr = ne 8 - mg + = 0 5; 
Daraus folgt: r 

ee Ef 

Fy F4 

| m, + Ay 


unter Verwendung der Behältergeometrie ergibt sich: 


F 


& rn == «8 O 
Fy 
mn + DL Zn a 


Die Bedingung,damit any >o0 ist,lautet demnach : 


F 
> U: & 

Be: 2. ende, i Fo U-&-.0, 
B W’= *@omax , mar a 7 

ZER; 

W © MU -& 
600 - 0,3.9,81.5 | 
Zomaıx < ——————— 1,245 m A 


1000.0,4°.0,3.9,81 


Diese Bedingung ist im vorgelegten Beispiel wegen IL = 0,4n<2 
erfüllt. 


omaxX 


b) z ohne Einfluß der Reibung: 
omax | | 


Hier führt der Ausdruck für any bei u= O zur Abschätzung: 
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F F 
ai — > 9) . 


2 i F 
+ mn + E yes-L onär 
Der Nenner dieses Ausdrucks darf nicht unendlich groß werden,wes- 


halb gilt: 
2 omax < 00 - 


ohne Reibung 
ce) z'=f (y'): 


Bevor die Ermittlung der massenspezifischen potentiellen Energie 
oder der Potentialfunktion beginnen kann,miß das Kräftegleichgewicht 
an der relativ ruhenden Ersatzmasse dm, aufgestellt werden (Bild 9-4, 


Pos. c) 
(1) Fi = AR ytı _ AR uytz _ Ama, =0 % 
(2) 7, Ba ru 7 Apüzıa  Amyes = 0 ä 


Die Drücke um das freigemachte Massenelement dm, wurden alle ver- 
schieden groß angenommen! - Daraus ergeben sich nun die gleichgewichts- 
haltenden Massenkräfte,die,auf die Masse bezogen, zu den Beschleuni- 


) 


gungskomponenten (spezifische Massenkraftkomponenten):(f, ,;f N 8 


y 2 
hinführen. 
24 = -de /Ix' = 035 
Ba Rn 
f,=-De I =- = - Br ; 
rn „/0y any ea ; 
B W 
ft. = -9 e,fd2' =-g8 x 


Damit läßt sich das totale Differential der massenspezifischen poten- 
tiellen Energie angeben zu : 


F 
de = | —— - .g| .dy!' + 8g.dz'! .„ - Die Integration ergibt: 
pP m, +m “ 
LB W F 


e_ =-l— - .e | .y' + g.2' + Konst . 
p + m, = 


Äquipotentialflächen folgen demnach der Gleichung : 


F 
— = Me& .y' + g.2' = const ; oder: 
+m 


Mr 


. | 
2 — .y  ) 
M..8 + 2.81 +2, ( 


Bas ist die Gleichung einer Potentialfläche.Sie entspricht. einer Ge- 
radengleichung ( Schnittspur einer Äquipotentialfläche mit der y';z'- 
Ebene) . - Daraus läßt sich schlußendlich folgern,daß die Wasserober- 
fläche,wie es Bild 9-4 in Pos. d zeigt,eine negative Steigung aufweist. 
Es gilt: 


Der Zahlenwert lautet: 


600 


tel = - 0,3 ; 


5.9,81 + 1000.9,81.0,4°.0,4 
A = 30,39 


Aus z' = Const - 0,5864.y' läßt sich nun für y' = O und z' = 2, die 
Integrationskonstante Const zu Const = 2, = 0,4 m ermitteln.Da- 
mit heißt die angepaßte Gleichung der freien Oberfläche: 


z' = 0,4 - 0,5864.y' . 
Bemerkung: 


Ein Gefäß mit der Gestalt eines 
U-Rohres kann auf einem Fahrzeug 
als einfaches Gerät zur Beschleu- 
nigungs- oder Verzögerungsmessung 
herangezogen werden. 

Ein praktisches Akzelerometer 
zeigt Bild 9-5. 


BILD 9-5 


4.Beispiel 
Ein zylindrischer Wasserbehälter ( D = 0,5 m ) ist im Ruhezustand 
mit Wasser bis zur Höhe 2, = 0,8 m angefüllt,Bild 9-6,Pos. a .Er wird 


mit der. Fahrzeugwinkelgeschwindigkeit @„ = 10 rad/s in Drehung ver- 


F 


= 47.2 


setzt.Erfahrungsgemäß steigt die Flüssigkeit an der Wand hoch,Bild 

9-6,Pos. b. - Man bestimme: 

a) die massenspe- 

| zifische,poten- 
tielle Energie 
e 3 

b) de allgemeine 
Druckgleichung; 

c) die allgemeine 
Gleichung ei- 
ner Isobarflä- 
che; 

d) die Gleichung 
der Wasserober- 
fläche; 

e) die Gleichung 
der Schnittkur- 
ve zwischen 


Rotationsober- 

c 0' y' fläche und Me- 
ridianebene; 

f) die Überdruck- 

eig kraft auf den 


2 


dmrwe.si | 
Namur Boden des Ge- 
” fäßes. 
' wr N 
2 Ay 
Pr 
| dm-r-wF cos wt DA 
BILD 9-6 =dm-x'w£ 
Lösungen: 
a) e_ : 
p 


Da sich wiederum nur Massen- und Druckkräfte an der freigemachten, 
ruhenden Ersatzmasse das relative Gleichgewicht halten,lassen sich 
die Komponenten der auf die Masse bezogenen resultierenden Massen- 
kräfte (Bild 9-6,Pos. c ) problemlos notieren.-Übrigens sind die 
Drücke um das Massenelement herum wieder als verschieden angenommen 
worden. 
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Ed 5 2,1 = de, /9y' = ee 


.£ 
y. 


-9 e,/ x 


= -0e,/ d z' = -g ‚Hiermit kann das totäle Differential der mas- 


x! 
f,: 
senspezifischen potentiellen Energie aufgestellt werden,wobei man 
über die Definitionsgleichung für de,, und mit der G1.(5-11) zu fol- 
dendem’ Ansatz gelangt: 

Qe e e_- 

2 P j e P t £ P ' t ! t 
de, = .dx + — .dy! + —.dz' = -f,1.dx - E,1.4y - f,,.dz - 

oyı Oy' Oz 


de, == KI,cy dx! - y'.o0 z .dy' + g.ädz' ;‚ die Integration ergibt: 
F F 


e_= - (w E/2).K x'© 4 yı® ) + g.2' + Konst 


p (9-18) 
Ze 


bpb) p=f (x';sy'sz'sconst) : 


Mit e, und G1.(6-1) ergibt sich ein Ausdruck: (p 2) + 2,7 Const, 
welcher nach Multiplikation mit der Dichte ey sofort zur aällgemei- 
nen Druckformel führt: 


c) Isobarflächengleichung z'= f (x';y') : 


Setzt man für den Druck einen konstanten Wert an,dann bleibt für die 
Isobarfläche die Gleichung eines Rotationsparaboloids übrig: 


d) die Gleichung der Wasseroberfläche z'! = f (x';y') : 


Zunächst soll die Integrationskonstante von G1.(9-20) ermittelt wer- 
den: Für die Drehachse gilt 


konst =- — .2 (Bild 9-6,Pos. b) . 


49. 


Somit lautet die Gleichung der freien Oberfläche zunächst: 


(9-21). 


Hierzu muß noch Zhin beschafft werden.Eine Volumenbilanz hilft wei- 
ter.Da kein Wasser verlorengegangen ist,gilt folgender Zusammenhang: 


(1) 2. /4).D = Zug -UI/).D "Paraboloid | . 


Den Wert für Zuay erhält man aus der Oberflächenfunktion 


xy y® 7° /4 : 
(2) a, = (wi /2.ed/ Da) +. 


Außerdem ist das Paraboloidvolumen genau halb so groß wie der es 
umschreibende Zylinder: 


(3 Up = 0,5. (Tal an). - 


q 
max in 


Mit diesen drei Zusammenhängen erhält man schließlich für die gesuchte 
Integrationskonstante z! : 


min 
2 
(a) a a ‚DD, Endgültig heißt somit die Gleichung 
16.8 | der freien Oberfläche: 
2 
ee) 
z' = A: F R | + y'°) e ZZ R 
2+£ 
e) Schnittkurve z'!' = f (r'!') : 


Wegen der Rotationssymmetrie gilt,und zwar hier besonders für die 


Oberfläche des Paraboloids: 2 ‚2 ‚2 
r = X nn £ , 
d.h.: Man muß nur Punkte der Oberfläche in die obige Gleichung ein- 


setzen und erfüllt damit auch die Gleichung der Schnittkurve: 


Das ist aber die Gleichung einer Parabel.Angepaßt an das Beispiel, 


2.150 
lautet sie: z' = 0,641 + 5,096.r"° . 


f) Fo am Boden des Gefäßes: 


An einer beliebigen Stelle des Gefäßbodens herrscht.der Überdruck 
P;; =2 8.2" .Eine elementare Ringfläche berechnet man mit da = 
2.%X.r'.dr' .Damit ergibt sich für das Differential der UÜberdruck- 
kraft: 

ar u =D „-8.2'.2. Kris u 
Setzt man für z' die Gleichung der freien Oberfläche ein,dann ergibt 
das Integral: 


D/2 > 
| Be - ne 
Fu u Oy-e- | E + 5 .(r - v7) sesÄr ’ 
6 


R T 2 
N u =_2 wg-(4/4).D +2, ® 


Das ist zumindest ein verblüffendes Ergebnis, daß die Winkelgeschwin- 
digkeit überhaupt keine Rolle spielt.Das ist zwar zu erwarten,da al- 
le Zentrifugalkräfte horizontal sind. 


Bemerkungen: 
1) Aus den Beziehungen (2) und (4) folgt: 


z! : z'! 
min # max 


9 2 


2) Die Erklärung für die Oberflächenform bei Rotation ist darin zu 
suchen,daß die Flüssigkeit infolge der Wandhaftung in Drehung ver- 
setzt wird.Die koaxialen Schichten werden wegen der Flüssigkeits- 
reibung mitgeschleppt.Die "leichte" Verschieblichkeit der Fluid- 
teilchen erlaubt ein Ausweichen der Flüssigkeit auf Grund der 
Fliehkraftwirkung. 

Die Wandhaftung und die innere Schichtreibung ist so groß,daß das 
ausgebildete Flüssigparaboloid schließlich wie ein Festkörper ro- 
tiert nach dem Geschwindigkeitsgesetz 


— mn 

vw@pXir P 
Die Umfangsgeschwindigkeit eines herausgetrennten Fluldteilchens 
ist gleich dem Vektorprodukt aus Fahrzeugwinkelgeschwindigkeit 
und dem Radius, 


5.Beispiel 


BILD 9-7 
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Die allmähliche Ausbildung der 
Oberfläche verdeutlicht übrigens 
Bild 9-7. 

Die Erwähnung der hierbei vor- 
handenen Reibung widerspricht 

nicht der gemachten Voraussetzung, 
daß in der Fluidstatik Reibungs- 
kräfte keine Rolle spielen.Die zur 
Ausbildung des rotierenden Flüs- 
sigkörpers notwendigen Reibukgs- 
kräfte sind tangential gerichtet 
und stehen deshalb senkrecht auf 
der Bildebene,allgemeiner ausge- 
drückt: senkrecht auf der Meridian- 
ebene.Diese Kraftrichtung hat aber 
auf das relative Gleichgewicht in 
einer Meridianebene keinen Einfluß. 


Bei der Drehbewegung einer Flüssig- 
keit der geschilderten Art spricht 
man auch von Kern- oder Stabwir- 
belbewegung,die auch in vollkon- 
menen Fluiden stattfinden können. — 


Auch als Drehzahlmesser verwendbar. 


Man bestimme die erforderliche 
Winkelgeschwindigkeit © „ eines ro- 
tierenden Behälters nach Bild 9-8 
(Angaben: d=0,155m ; D= 0,3 m; 

h = 0,1m),so daß sich keine Flüs- 
sigekeit mehr im Behälter befindet. 
Lösung: 


Der anfangs volle Behälter entleert 
sich mit zunehmender Winkelgeschwin- 
digkeit.Die sich jeweils einstellen- 
de Oberfläche zeigt im Meridian- 
schnitt immer Parabelverlauf.Wenn 
eine Parabel den Behälter in den 
Punkten A und B berührt,hat man die 
Gewähr,daß der Behälter leergeschleu- 
dert worden ist.-Die mathematische 
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Bedingung lautet dazu: tg X = dz'! / äy' . - Mit Hilfe der ge- 


gebenen Geometrie und der Parabelgleichung aus Punkt e) des letzten 
Beispiels ergibt sich: 


= j ıYyY' 2 — — :s damit ist 


r In Zahlen: 


| 9,81 . 0,1 
\ 
\ 


C 
Hg 

] 
Ü 


p = 13,206 rad/s. . 


(0,3 .=.:0,15.)50,25 


6.Beispiel 


Sin Radreif wird aus Schleuderguß hergestellt,Bild 9-9.Seine Haupt- 


LEI@F " 


abmessungen sind: d = 1,2 m und h = 0,23 m;die Winkelgeschwindigkeit 
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der Gießform beträgt On = 30 rad/s ; die Stoffdichte wird mit 

Q = 7000 ke/m” angegeben. 

Man vergleiche die Überdrücke im Punkte P,die einmal im Ruhezustand 
und einmal während des rotierenden Vergießens auftreten. 


Lösungen: 
Überdruck im Ruhezustand: 


G1.(6-5) : = 9 .g.h = 7000.9,81.0,23 = 0,1579 bar. 


Fü 


Überdruck bei Rotation: 


Bedenkt man die Allgemeingültigkeit der Gleichungen (9-18)- bis (9-21)- 
sie entstanden ja aus dem relativen Gleichgewichtszustand einer mı- 
henden Ersatzmasse bei rotierendem Fahrzeug und vertikaler Achse-, 

so kann man nach Festlegung eines relativen Koordinatensystems die 
G1.(9-19) verwenden und an die Bestimmung der Integrationskonstanten 
herangehen: p = P, bei r'=0 und z2'=h . 


G1.(9-19): p = const + (2 /2).w8.r"“ - 9 .g.2' ‚ es folgt: 
pP, = eonst -Q .g.h ; also: 
Kine: +09 .g.h ‘ 


RESTE EP. ER ERT| 


Damit lautet die an das Problem angepaßte Druckfornel: 


p=p,+P..h+ (9 /2).w5.r"“ - 9 .g.2' 


P; = Pr ep... lh- 2) 4 (P/d).wn er”. 


Für den Punkt P (r'! = d/2; z'! = 0) folgt dann: 
p,, = 7000.9,81.0,23 + (7000/2).30°.0,6° ; p, = 11,498 bar . 


Die Verdichtungswirkung der Gießmasse wird besonders klar ausge- 
drückt durch das Überdruckverhältnis: 


p.. j 11,498 
ü,Rotation _ = 72,82 


Pü,Ruhe 0,1579 


7.Beispiel 


Eine zylindrische Trommel vom Innendurchmesser d = 0,5 m ist zum Teil 
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mit Wasser gefüllt;darüber befindet sich im Ruhezustand luft vom 
Atmosphärendrück P, = 1,015 bar,Bild 9-10,Pos. a .Die Trommel wird 


b 
2 
z' \ ' Arreiz' Im w@r zZ 
N 7 
Er: rßz'zdm op 2’ 
rs Iüzı ; 
Pü,y dfpüy'2 Fiprel,y'=dn-wr 'y’ 


trlony'=en Cory 


fs -dm’9=fazı 


\ 
| ArCorz'= dm: Alor,z' 
rel N 


0' y' 
BILD 9-10 


nun um die Horizontalachse (x-Achse) in Drehung versetzt mit der 
Fahrzeugwinkelgeschwindigkeit In . — Man ermittle und untersuche 
im einzelnen: 


a) den Ausdruck der massenspezifischen potentiellen Energie ep 

db) die Druckformel; 

c) die Gleichung der Isobarflächen; 

d) die Gleichung der freien Oberfläche; 

e) die Winkelgeschwindigkeit Or ‚für welche die freie Oberfläche. 
gerade die Trommelinnenwand berührt; 
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f) die Gleichung der freien Oberfläche für Fall e) ; 

g) die Stelle und den Betrag des. maximalen Druckes für e) ; 

h) die resultierende Kraft auf die rechte Trommelhälfte der Größe, 
Richtung und Lage nach im Fall e) ‚wenn man die Trommellänge 
nit I = 0,5 m annimmt. 


Lösungen: 


a) e_: 
p 


Die Flüssigkeit wird einer Kernwirbelbewegung ausgesetzt — siehe 
Bemerkung 2) im vierten Beispiel -,so daß die Flüssigkeit wieder in- 
folge der Fliehkraft an der Behälterwand hochsteist. 
Laboruntersuchungen haben ergeben,daß die Luftzone immer "oben" 
steht,zumal auch die Luft leichter als Wasser ist.Dieser Sachver- 

halt führt zu folgender Aussage: 

Der "quasi-feste" Flüssigkörper wird nicht nur mit der Winkelgeschwin- 
digkeit des Fahrzeuges rotieren;im Gegenteil: der Flüssigkörper führt 
eine entgegengesetzte Relativrotation aus,so daß er sich sogar in ab- 
soluter Ruhe befindet.Die Erklärung lautet: Der aus der unteren Behäl- 
terhälfte im Fahrzeugdrehsinn (hier Gegenuhrzeigersinn) heraustreten- 
de Flüssigkeitsschwerpunkt S wird durch das Gewichtsdrehmoment wie- 
der in die tiefste Lage (unterhalb des Drehpunktes) zurückgedreht.Da 
sich insgesamt in der z';y'-Ebene wiederum nur Massen- und Druckkräf- 
te sich das relative Gleichgewicht (vgl. Abschn. 9.3 ) halten,gibt es 
für die resultierende Massenkraft ein Potential. 

Zur Ermittlung des Potentials oder der massenspezifischen potentiel- 
len Energie geht man immer vom Gleichgewicht der Kräfte,hier vom rela- 
tiven Gleichgewicht,aus (Bild 9-10, Pos. b). 

Die am Gleichgewicht beteiligten Kräfte heißen: 


1) die vier Überdruckkräfte F F 


püy'l ’ Füy'2 ’ püz'ıl ’ F nüz'2 ’ 


2) die Gewichtskraft als äußere Kraft Fa = dm.g = Bas ; 


3) die Zentrifugalkraft auf Grund der Fahrzeugbewegung Den „adn.o S.r' 
’ 
a : s ” ; 
mit ihren beiden Komponenten: Fer P,y' = dm.On«Y und 


| 2 Se 
Fir,n,ze = Am. Om! 5; 
4) die Zentrifugalkraft auf Grund der relativen Drehung des Fluids 
( die Relativrotation läuft mit entgegengesetztem Drehsinn ab, 


und zwar bezüglich der Fahrzeugrotation) F = am. ST" 


tr,rel 
mit den beiden Komponenten: 
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2 2 j 
Fir,rel,y' = dm.) rel *7 und 
F = dm ww‘ ze. = 
tr,rel,z' u rel * ? 


5) die Corioliskraft (sie entsteht ja in dem Augenblick,wo bei Fahr- 


zeugrotation eine Relativbewegung hinzukommt) F = dn.a 


tr,Cor Cor 
mit den beiden Komponenten: 
Fir,Cor,y' = AM Anor,y' um 
Fir,Cor,z' = AM.Ayor,z' : 


zur Potentialermittlung interessieren nur die Massenkräfte,weshalb 
die in Bild 9-10,Pos. b,eingetragenen Überdruckkräfte hierfür nicht 
weiter verfolgt werden. 

Die Gewichtskraft ist für den Fall,daß die beiden Koordinatensyste- 
me : das z;y- und das z';y'-System deckungsgleich sind,was wegen der 
Fahrzeugrotation pro Umdrehung einmal stattfindet,nach unten gerich- 
tet. 

Die beiden Fliehkräfte sind als Trägheitskräfte beide nach außen ge- 
richtet. 

Wendet man. die Regel der rechten Hand an bezüglich der Richtung der 
Coriolisbeschleunigung (siehe Erläuterungen zu G1.9-9),so findet man 
ihren Richtungssinn nach außen hin gerichtet,d.h.: die Corioliskraft 
genannte Massenträgheitskraft ist nach innen gerichtet! 

Zur Auffindung der Komponenten der resultierenden massenspezifischen 
Massenkräfte : f,ı u £,r ‚die man ja zur Ermittlung der 
Potentialfunktion zunächst benötigt,muß eine Datenbeschaffung über 
die noch fehlenden Größen en und De Auskunft geben. 

Die Beobachtung des Fluids teil Fahrzeugrotation besagt,daß der Flüs- 
sigkörper,absolut gesehen,sich in Ruhe befindet;also gilt: 


— m — 0m —_ — m 
Dans "Ort Wear 7 0 5 OD rel ” Or : 


Betragsmäßig sind sie gleich,wohl aber entgegengesetzt gerichtet.Die 
Zentripetalbeschleunigung der Relativbahn lautet betragsmäßig: 


Nach G61.(9-9) folgt: ee. — | 
=: 25.0) pr = 2. W.singy.r, 


mit ro als dem Einheitsvektor. 
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Die Relativgeschwindigkeit ist gleich der relativen Umfangsgeschwindig- 
: R n —— 

keit Dr; (P bedeutet den Winkel zwischen den Vektoren r' und 

dem Vektor der Umfangsgeschwindigkeit.Da op = 90° ist,gilt: 


e 2a 
Acor ” 2:05 = E 


Mus Fu; = IF u,y'ı 7 FE nu,y'2 = Fir Cor,y' a Fr,R,y' * Fr,rel,y'” 


folgt unter Einsatz obiger Beschleunigungswerte für die resultieren- 
de massenspezifische Massenkraft 

I = (6) . 
Wohlgemerkt ‚dieses Ergebnis bezieht sich auf den absoluten Raum,be- 
obachtet vom Fahrzeug aus,denn es wird ja mit dem relativen Gleich- 
gewicht gearbeitet. 
Da in x'-Richtung keine Massenkräfte wirken,folgst sofort: 


Eine entsprechende Verwertung des Kräftegleichgewichtes in z'-Rich- 


tung : 
DARF zu Fir,rel,z' is Fır,F,z' 7 aF u,z'l = Fg — Fer Cor,z' a 
ergibt: £ 2 


Dieses Ergebnis bestätigt wiederum anschaulich die absolute Ruhe 

des Fluids im Falle der Fahrzeugrotation.Man steht nün vor der unge- 
wöhnlichen Tatsache,daß man die neue Form der Fluidzone,die zwar auch 
bei absoluter Ruhe existiert,vom Absolutsystem aus nicht erklären 
kann!- Eine Absolutbetrachtung führt ohne Fahrzeugnebeneinflüsse nur 
zum horizontalen Flüssigkeitsspiegel (Bild 9-10,Pos. a).Nun wird aber 
durch die angedeutete Kernwirbelbewegung unter Mitwirkung der Erd- 
schwere eine neue Form bei absoluter Ruhe erzeugt: 


Um diese Problematik meistern zu können,hält man das Fahrzeugkoordi- 
natensystem (z's;sy'-System) für einen Augenblick fest,wenn sich das 
relative und das absolute Koordinatensystem überdecken.Die dabei auf- 
tretenden Kräfteverhältnisse sind dann hauptverantwortlich für die 
neue Fluidform!-Man untersuche also ein Momentanbild des Gesamtgesche- 
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hens als mitfahrender Beobachter,so als ob das z';y'-System momentan 
festgehalten sei.Aus der Massenszene entfallen en F,y' und 
2 y 


Fir ,Cor,y' sowie Fer,Cor,z' und Fur R,z' ! - Es bleiben folgende 
Werte: 
= 
9% E p 2 
ee =,0: 3 I = 7 = CD nel .y' ’ 
Ix' | oy' 
e 
z _ R p 2 2 ai 
A A rel ° 8 2 
dz' 


Damit bahnt sich die Ermittlung eines "Relativ-Potentials" an! 


Das totale Differential der massenspezifischen,potentiellen Energie 
lautet nach G1.(5-11) unter Beachtung,daß Dre 7 Op gilt : 


“® 


de, =. fax = f .dy! u f,. .dz'! 


de, = = wä.y'.dy' = (@ iz = g).dz' | .® 


Die Integration bringt für 2 


2 
4) 
En 3 «2 
°, = .(y 
2 


+ z°) + g.2' + Konst r (1) 
b) die Druckformel: 


Nach 61.(6-1): p/Q + = const folgt : 


p =(2/2).@ lg + z'°) - 9 .g.2' + const' (2). 


c) Gleichung der Isobarflächen: 
Gibt man dem Druck einen parametrischen Festwert,dann lautet die Glei- 
chung für die Isobarflächen: 
2.8 2 pP 
‚2 + zı? u, .2z' = . (Fe const*) . 


2 2 
Or ze 


y 


Mit Hilfe der quadratischen Ergänzung erhält man: 


2 
8 p & 
y'® + (z! - „use = — ‚„(—- const*) + — = R® (3). 
2 2 4 
@2 Be 3 
Da x' = O ist,erkennt man in oben stehender Gleichung die analyti- 


sche Gleichung eines Kreises vom Radius R und mit der Nullpunkts- 
verschiebung in z'-Achse vom Betrag : 8 /o5 . - Die Isobarflächen 
sind also koaxiale Zylinder,Bild 9-11,Pos. a,mit der Längsachse (pa- 
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rallel zu Ox'!) im Mittelpunkt der Kreisschar.Der Radius für jeden 
Kreis ist: 


(4). 


Die Ermittlung der Konstanten const* folgt am Ende des Beispielpunk- 
tes f£). 


4) die Gleichung der freien Oberfläche : 


Für p=p, erhält man aus der Beziehung (3) folgende Gleichung für 
den Oberflächenkreis: 


£ 2 Po g° 
wesen Me ee EN, 

2 2 | 4 

on Co) F 2 On 


e) die Winkelgeschwindigkeit,damit die freie Oberfläche gerade die 
Trommelinnenwand im Punkte A berührt : 


Wesen der Inkompressibilität und wegen Gleichbleibens des Trommel- 
volumens gilt die Tatsache,daß auch das eingeschlossene luftvolumen 


bei gleichem Druck erhalten bleibt.Man notiere: 
(Vgl. Bild 9-10 und 9-11,Pos. b ). 


. A N) 
Asesment Kreib 


(6). 


In Zahlen für d = 0,5 m ergibt sich dann: R, =0,106m . 
Aus der Kreisgeometrie ergibt sich problemlos: 
d/2= R, + 8 /w a ‚ womit man für die gesuchte 


Winkelgeschwindigkeit erhält: 


0,5/2 = 0,1105 + 9,821/05, 


wo 


OD = 8,3859 rad/s. 


See 


f) die Gleichung der freien Oberfläche für Fall e) : 


Mit Re und ©, ergibt sich aus Beziehung (3) folgende Gleichung: 


2 2 NE 


wenn man die Längen üblicherweise in m: einsetzt.Der Mittelpunkt 


DRUCKFELD BEI SUPERPOSITION 
RUHEZUSTAND, ROTATION OHNE BEIDER DRUCKFELDER: 
NUR SCHWERE- SCHWEREEINFLUSS SCHWERE- UND 
EINFLUSS (NUR KERNWIRBEL- KERNWIRBELEIN- 
BEWEGUNG) FLUSS 
BILD 9-22 
für die Kreisschar hat die Koordinaten : y' =0; z'! = 0,1395 m. 


In Bild 9-12 wird gezeigt,wie man sich dieses Druckfeld qualitativ 
erklären kann: durch Superposition zweier anderer Druckfelder! 

Die in den Beziehungen (3),(4) und (5) enthaltene Konstante const* 
1äßt sich nun mit Beziehung (4) für die freie Oberfläche als Rand- 
bedingung ermitteln: 


PA nr nr A en Tr re Zi a ei 


> u . 9,81° 
0,1105 = ——— . 112. — - const*) + 


wer. | 1000 8,3859° 


Bons een 5 


g) Stelle und Betrag des maximalen Druckes für Fall e) : 


. u 2 
Der größte Druck herrscht in Punkt B bei R ax ” a/2 + EI Fo 
(Bild 9-11,Pos. b). 

Den maximalen Druck berechnet man sich mit Hilfe der Beziehung (4): 


\ 
Pr 
ON 
n 

ı 


2 | 


1 Pax 9,81 
(0,25 + 0,1395) = —— . i[2.( - 101,755) + ——z 
8,3859 1000 8,3859 
1 1,064 bar . 


h) Fn auf die rechte Trommelhälfte für Fall e) : 


Da zwischen den Konstanten const' und const* in den Beziehungen (2) 
und (3) folgender Zusammenhang besteht: const'! = e .const* 
lautet jetzt die Druckformel für den Überdruck: 


‚ 


2 e 2 2 ‚2 
(2): P,; = PPo= Im (y' + z2'”) - 9.8.2" + O .const* - p, - 


2 2 2 


= 7 ; z' = r',sin p ;s am Trommelinnen- 
rand geht r' gegen d/2 über;somit gilt für die Druckver- 
teilung an der Trommelwand: 


+ z' 


2 
pP, = 2.00. 9.8 sin + Q .const* “=D. 3 


2 2,2 di. | 
D;; Br: .d-Q er + 9 .const* u 


Kräftedifferential: Die Trommelanordnung ersieht man aus Bild 9-13. 


dr .: 
pü 


P,,.dA 

d 
.. er o 
pü Pa 2 f 


Da eine gekrümmte Wand vorliegt,wird 
die resultierende Druckkraft über ihre 


aF 


Komponenten berechnet: 


dF .. = dF . . cos 5 
pü,y' pü f j 


d j 
IE u,y' = PT» = .cos(p .q e ; 


= 163 _ 


(+%/2) 


d g@ d 
22 
F_. = 1l.—., =. .d -D.g. —.sin(? + .const*- .cos(pd 
pü,y' 2 | < OF Q & 2 r p | f fr 
(- 7/2) | Ä 
Das Integral führt nach Einsetzen der bekannten Zahlenwerte zu folgen- 


dem Teilergebnis: = 
Fü,y' = 306,58 N 


Ermittlung der z'-Komponente: 


d 
Fr u,z' = ai de Pl» zen, u? : 


(+%/2) 


. [0.8 8 F 
Fnü,z' = L.-—. E Ind - < .8. — ‚ind Q .const ”o| in 
2 8 2 


' (-%/2) | | 


Das bestimmte Integral führt hier zu: 


Poy,zı = LS. 
RR. hust ERERENSERE Bau RES ERRIERREEENREN 


Die resultierende Überdruckkraft heißt dann für die rechte Trommel- 
hälfte nach Bila 9-12: 


) 306,58° + 481,55° ; F® 


Diese Kraft ist in den vierten Quadranten gerichtet und verläuft 


ou = 570,86 N . 


r..:= 
pu 

durch die Längsachse bzw. in der Projektion durch den Koordinaten-. 

ursprung O',da die Krümmung der Behälterwand konstant ist. 


8.Beispiel 


Nach der Kant-Laplaceschen Hypothese über die Gestalt der Erde (erd- 

kosmogonische Hypothese;1755 "philosophisch" von Kant und 1796 "mathe- 

matisch" von Laplace formuliert) geht man von einer rotierenden Qasi- 

Flüssigkeit aus,die aus feinsten Partikelchen ("Nebulose") bestehen 

möge.-Man ermittle: 

a) die Art der geometrischen Form der Erde,wenn die einzelnen "Quasi- 
Fluidteilchen vom Massenzentrum der"Nebulose" 0' durch die Feld- 
kraft F, =- ro.f.nm angezogen werden.Diese Annahme gilt als mathe- 


= Volse 


matisches Modell.Bei K handelt es sich um eine Universalkon- 
stante. 


db) Die Gleichung der Erdoberfläche mit Hilfe der Erdachsen: 
Erdradius am Äquator Ty 6,378.10° m s 
! "Pol Fo = 6,3565.10 m; 
weitere Angaben: mittlere Erddichte eo = 5520 ke/m? ; Atmosphären- 
druck Bi 1,015 bar; Winkelgeschwindigkeit der Erde 
Opn= 1.2800 rad/s’= 1 Umdrehung/ 24h . 


Lösungen: 
a) Geometrische Form: 


Die geometrischen und kinetischen Zusammenhänge zeigt Bild 9-14. 
Der Massenpunkt 
P(x';y';z') ist in 
relativen Gleichge- 
wicht unter der Ein- 
wirkung von Überdruck- 
kräften (nicht im 
Bild eingetragen) ‚der 
Felükraft F,_ und der 
Trägheitskraft Fir, Fr 
(Zentrifugalkraft). 
Da sich außer Druck- 
kräften nur noch Mas- 
senkräfte am Gleich- 
xI=x 7 We BILD 9-14 gewicht beteiligen, 
läßt sich wiederum 


ein Potential für die 
Massenkräfte aufsuchen. 
"Komponenten der massen- 


e 
fe) 3 | 
ee ea Kr +O mx! 5; 
Ix' 
o®& s 
ey = - — = - Ky' + pey' : 
ay' 
e 
L p 
f = — 2 . Kz' o 
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Das totale Differential der massenspezifischen,potentiellen Energie 
lautet: 


de, = -(-K.x' +w5.x').dx' - (-K.y' +@S.y' Jay" - (-K.z').dz' » 
a ABEL FEN) SR FAHREN RN SIR EEG NINE 


Das unbestimmte Integral lautet: 


2 
rn 2 2 B. „68 
e_= . (x! + y!T) + — .2'7 + const ä 
P 2 2 
Gleichung der Isobarflächen: 
Mit G1.(6-1) : p /® + . const' folgt für einen parametrisch 


fixierten Druck: p=9© .const' - P «2, ; 


2 


(X -05).(x'° + y'°) + K,z'” = 2. (Konst - v/e) . 


Daraus ersieht man,daß es sich bei den Isobarflächen um Rotations- 
ellipsoide handelt.Damit stellt auch die. Erdoberfläche als freie Ober- 
fläche ein Rotationsellipsoid dar! 


b) Gleichung der Erdoberfläche: 
Die Gleichung eines Ellipsoids lautet: 
x'@/a° + yıayn“ + z'2/e® = % 
worin a,b und c die drei Halbachsen bedeuten.Im Falle des Rotations- 
ellipsoids sind die beiden Halbachsen a und b gleich groß,weshalb 


sich die Gleichung für die Erdoberfläche folgendermaßen anschreiben 
läßt: 


x? 4 yı® 2° 

———————— tt = : 
2.(Konst - p/ ) 2.(Konst - p/ )| 
Su K 


L- F 
Bestimmung der beiden unbekannten Konstanten K und Konst : 
Es gilt doch für den Pol: 


2.(Konst - p /®) 
(1) ce ee Be = r5 
2 
K -On 


und für den Äquator: 
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2.(Konst - p /P) 
(2) Daemon, v5 : 
’ 2 
K-@ F 


Berechnet man den Klammerausdruck aus Beziehung (1) und setzt ihn in 
Beziehung (2) ein,dann ergibt sich eine Bestimmungsgleichung für die 
Universalkonstante K : 


Q&:,r 


. T 
(3) K=- — ii Ä_ , In Zahlen: 
2.2 
fi Tp 
1:08.10 .6,318 .10-- 2 a 
a E07 De 


(6,3782 - 6,35652) .101° 


Damit ergibt sich für Konst: 


2 SE 2. 
r .K 2. 6,35652.101°.0,78743.10 
(1): Konst .—— + — = Leu + 
2 g 2 
1,015.10” 
Pi 
5520 


Konst = 0,159.10° m“/s® B 
I ——_—_—__—_—_—— 


Mit diesen Werten bekommt man für die Gleichung der Erdoberfläche 
abschließend: 


zı? 
+ = l r 


e 0,4038.101° 


0,40653.107 


Da insgesamt kohärent gerechnet worden ist,sind. die Koordinaten na- 
türlich in m einzusetzen. 
(Eine andere Behandlung dieses Problems findet man in [2] % 


10. AEROSTATIK 


10.1. Theorie 


Im Teil I,besonders in Abschn. 3,sind Eigenschaften und Verhaltens- 
weisen von Gasen (und vollkommenen Dämpfen) dargelegt worden.Neben den 
besonderen Wärmeeigenschaften erkannte man außerdem bei den Gasen ihre 


ie 


Leichtgewichtigkeit,Ausdehnbarkeit,Kompressibilität und ihr Diffusions- 
bestreben, 

Da es sich bei Flüssigkeiten und Gasen um homogene Stoffe handeln soll 
im Sinne der gemachten Definitionen und Stoffgebietsabgrenzungen, sind 
letzten Endes alle Überlegungen ,Gesetzmäßigkeiten usw. der Hydrosta- 
tik auch auf die Aeröstatik anzuwenden,mit Ausnahme der Wärmeeigen- 
schaften,wo man auf die Art der Zustandsänderung besonders achthaben 
muß, 

Als Druckformel für Gase kann man wegen der Kompressibilität die all- 
gemeine Druckformel nach G1.(5-13) einfach übernehmen: 


(10-1). 


Das Integral nimmt je nach der Art der Zustandsänderung verschiedene 
Lösungsformen an.Es halten sich in der Aerostatik wiederum nur Massen- 
und Druckkräfte das Gleichgewicht,weshalb den Massenkräften verständ- 
licherweise ein Potential zugeschrieben werden kann. 

Liegt ein Schwerepotential vor,weil als äußere Massenkraft nur die 
Schwerkraft der Erde wirken möge,dann kann die G1.(6-2) auch für die 
Aerostatik übernommen werden: 


= en = - g.z + konst (10-2). 


Nach Multiplikation mit (-1) geht die Potentialfunktion (-e,) über 
in die Gleichung für die massenspezifische,potentielle Energie: 


= + g.2 + konst' (10-2a). 


Damit 1äßt sicn die G1.(10-1) in der an die Erdschwere angepaßten 
Form anschreiben: 


(10-3). 


Meistenteils dürfen in der Aerostatik die Massenkräfte gegenüber den 
Druckkräften vernachlässigt werden.Das ist insofern für die Druck- 
kraftberechnung auf ebene oder gekrümmte,offene Flächen von besonde- 
rer Bedeutung,weil dadurch der Einfluß der Schwere entfällt;deshalb 
wird die Wand nur isobar beaufschlagt: Es gilt 61. (7-16) ! 
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Druckkraftwirkungen auf geschlossene Flächen sind in der Aerostatik 
im allgemeinen ebenfalls vernachlässigbar mit einigen Ausnahmen: 
Ballon,Zeppelin,Baroskop und ev.a. 


10.2. Beispiele 


l.Beispiel 


Zur Verdeutlichung des Gesetzes von Dalton: 
Der Gesamtdruck einer Gasmischung ist gleich der Summe der 
Partialdrücke der einzelnen Bestandteile. (Unter Partialdruck 
versteht man den Druck eines Gasbestandteiles,der sich ein- 
stellt,wenn der betreffende Gasbestandteil bei der gegebenen 
Temperatur das zur Verfügung stehende Gesamtvolumen allein 
ausfüllt.) 

möge die Luftmasse DM = 1 kg dahingehend untersucht werden: 

a) welche Massenanteile von Stickstoff (N,) und Sauerstoff (0,) bei 


einem Gesamtdruck dieser Gasmischung von ee 1,015 bar an- 


ge 
zutreffen sind und 


b) wie groß dabei die Partialdrücke sind. 


Weitere Angaben: Gaskonstante für Luft R 287,14 J/(xg.K) 
" " 0, Ro — 259, 97 " 
" "N, OR 296,85 2 


“e -eo 


Lösungen: 
a) Massenanteile Miro und Mo2 : 
Man muß zwei Bestimmungsgleichungen ausfindig machen. Eine Beziehung 


findet man in der Massenbilanz: 


ee re =. 


Einen weiteren Zusammenhang liefert die allgemeine Gasgleichung 


Für: Sauerstoff gilt: Po2 ges = Mo «Roo ö Tges - 
für Stickstoff gilt: Py2 ges = Mo Run A T zes ; 
für Luft gilt Pr, V es =, «Rr . T zes . 


Die Summenbildung der ersten beiden Gleichungen ergibt: 


- 169 - 
(Poa + Pa) Yges = Mgo-Roa + Mna-An2) Tges 3 


R R . 


= Mj.«R 02 + Aya-Rna 


ae Rz 0 


Die zweite Beziehung lautet nunmehr: 


EEE ‚R (2). 


= 2 05°702: Mar | 


Somit berechnen sich die Massenanteile durch: 
R- -R R, -R 


L. 02 L N2 
mid = +: und Duo FT ———— D » 
| Ry2 = Ro2 " Roa = Ra | 
Nach dem Einsetzen der Zahlen ergibt sich: 
My, = 0,737 kg und Mo = 0,263 kg . 


b) Partialdrücke: 


Sauerstoff: Ersetzt man in der Gasgleichung den Ausdruck Walls 


durch Mm -Rı/P,, ‚dann folgt: 


No2 » Ro2  0,263.259,97 5 
De en. 2  ,1,015,107 2:0, A, 7 wars 


Stickstoff: Analogerweise ergibt sich hier: 


"n2 * "w2 0,737.296,85 


PS 


2 „1,015 .10° 


0,7733: bar! 


Bemerkung: 


Ein praktisches Beispiel eines Gas-Dampf-Gemisches hat man beim Kon- 
densator einer Dampfturbine: Der aus der Turbine kommende Dampf führt 
auch noch Restluft mit sich.Bei der Kondensation wird der Naßdampf zu 
Wasser,wodurch er seinen Partialdruck verliert.Der verbleibende Rest- 
druck oder Kondensatordruck entspricht nun dem Partialdruck der vom 
Dampf getrennten luft. 


2.Beispiel 


Wegen der mittleren Motorblocktemperatur nimmt die angesaugte luft 


370% 


in einem Dieselmotor die Temperatur T] = 373 K an.Der Ansaugdruck 

beträgt pP] ='0,9 bar bei einem Atmosphärendruck von p, = 1,015 bar. 

Man ermittle:. 

a) den Kompressionsenddruck p,,wenn die Selbstentzündungstemperatur 
des Kraftstoffes bei T, = 1000 K liegt und wenn die Zustandsän- 
derung mit einem Polytropenexponenten n = 1,4 beschrieben wer- 
den kann; 

b) die Überdruckkraft auf den Kolben,wenn der Zylinder eine Bohrung 
von d = 0,2 m besitzt. 


Lösung: 
a) PD, : 
Aus 61. (3-16) folgt für die Zustandsänderung: 
n 1,4 


b) F.: 
pü 
Nach G1.(7-16) folgt: F 


= 28,4 bar . 


— Een — 2 : 
pü © PurAgoiben” (Pa = PoI- A /ad ; 


= 86,033 kN. 


3.Beispiel 


In einem Behälter,Bild 10-1,befinden sich luft und Wasser.Beim Ein- 
gießen des Wassers ist das untere 
Ventil 2 geschlossen und das 
obere 1 geöffnet,so daß die Iuft 
verdrängt werden kann.lIst der Be- 
hälter dann bis h mit Wasser ange- 
füllt,wird das Ventil 1 ebenfalls 
geschlossen : Über dem Wasserspie- 
gel lastet demnach der Atmosphä- 
rendruck.Weitere Angaben: pP, = 
1,015 bar; h. =2m3; h = Lnm, 
Man bestimme nun die Höhe h,,bis 

zu welcher sich der Wasserspiegel 
absenkt,wenn bei geöffnetem Ven- 
til 2 Wasser aus dem Behälter aus- 


BILD 10-1 fließt. 
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Lösung: 


Nimmt man bei der luft eine isotherme Zustandsänderung nach 61. (3-4) 
an,dann folgt: 


<[ 
Le) 
> 
BD 
| 


h 


Do = (Pin )eth, + hy = ho) ı a 
Das Wasser fließt so lange aus,bis der sich einstellende Atmosphä- 


renunterdruck der Behälterluft,einschließlich der Restwassersäule, 
gleich groß ist wie der äußere luftdruck: 


Pu, = Pt+o.8h, (2). 


Aus den beiden Bestimmungsgleichungen erhält man nach Elimination von 
p eine quadratische Gleichung für h 


2 B 


| 2 4 28 .8g ! 
h, = 6,67% + 4,885 m ; davon kann physikalisch 


nur h, = 1,79 m richtig sein . 


4.Beispiel 


Für Unterwasserarbeiten wird eine Taucherglocke verwendet,Bild 10-2. 
Angaben: d.=4 m; h, = 2,5 m; 
h=12n;p,= 1,015 bar; 
Gaskonstante der luft R = 
287,7 J/(kg.K) ;Lufttempe- 
ratur T = 288 K „-Man be- 
stimme: 


A\ a Po f8 


a) das Volumen V„ in der 
Taucherglocke für den Fall, 
daß die Taucherglocke den 
Boden berührt; 


ae ee = b) die Höhe h,, des Wasser- 
WULST IE HE spiegels in der Glocke für 
RS ; Fall a); 


c) den Luftdruck p' in der 


BILD 10-2 


- 172 - 


Zuleitung A ‚damit das gesamte Wasser in der Taucherglocke ver- 
drängt wird; 


d) die Iuftmasse m) „welche bei geschlossenem Schlauch A durch den 


Entlüftungsschlauch B entweichen muß,bis zwischen Taucherglocke 
und Atmosphäre ein Druckausgleich stattgefunden hat. 


Lösungen: 

a) Vz : 

Geht man. von einer isothermen Zustandsänderung der in der Taucher- 
glocke eingeschlossenen Luft aus,dann ergibt sich als erste Bestin- 
mungsgleichung im Sinne von G1. (3-4): Po Yo = Pg*Vr s 


v„= pP. (7/4) .a“.h, Fg: a). 


Eine weitere Bestimmungsgleichung liefert die Druckbeziehung: 
Pp = pP, + 9 .g.(h - h,) (2). 
| BE REBERR BRERN RERSERSIEEETRERRS An 


Neben der Zustandsgleichung und der Druckgleichung hilft eine Volu- 
menbilanz weiter: 


\„=TV- (X /4).a“.h (3). 


B Bj 
Durch Einsetzen von hr aus dieser Beziehung in (2) und danach von 
p, in (1) ergibt sich unter Verwendung der Zahlenangaben: 


” 3 
2 = 15,424 m ü 


b) hr : 


4.15,424 


. —_ 2 . = en 
kus (3) Folgt: 1, = (M/4).d“.(h, - hu); h, = 2,5 7.12 


N. = 1,275 no. 


c) p': 


Es ist hierfür folgende Druckbeziehung einzuhalten: p' =p, +92.8.h 
lan ea 


' = 1,015.10° + 1000.9,81.12 = 2,1922 bar . 


p 


d) m, : 


Vor dem Druckausgleich beträgt die in der Taucherglocke enthaltene 


Luftmasse m. = po, ö 
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Den Druck PR ermittelt man aus der Beziehung (2): 


pp = 1,015.10° + 1000.9,81.(12 - 1,273) = 2,0673 bar. 


Die Dichte 95 ermittelt man mit der Zustandsgleichung für vollkon- 
mene Gase,Gl. (3-7): 


PB 2,0673.10° ’ 
DO, = — = —— = 2,49 ka/m. 


Somit erhält man für die vor dem Druckausgleich in der Taucherglocke 
enthaltene Luftmasse: 


m) = 2,495.(®/4).4°.2,5 = 78,383 kg . 
Nach dem Druckausgleich findet man noch eine luftmasse von 
| 1015102 8 
m, =P IV, = »(R/4).40 2,5 = 38,484 kg » 
—— 287,7.288 je ae ur 


Der Differenzbetrag 


m, =m - m, = 18,383 - 38,484 = 39,9 kg 


ist also beim Druckausgleich durch die Leitung B entwichen, 


1 


Be 

Die ICAO ( International Civil Aviation Organization ) gibt für den 
atmosphärischen Zustand auf Meereshöhe folgende Werte an: 

Bi 1,014.10? Pa; T, = 288 K; 9 = 1,225 ke/m’ .-Ferner soll die - 
Zustandsänderung bei zunehmender Höhe mit dem Polytropenexponenten 
n = 1,235 beschrieben werden,und zwar gültig für die Troposphäre: 

0 € n< 11 000 m .-Man bestimme nun in Abhängigkeit zunehmender 
Höhe h : 

a) den Druckverlauf p (h) ; 

b) den Temperaturverlauf T (h) ; 

c) den Dichteverlauf & (h) ; 

d) die Schallgeschwindigkeit , (h) . 


Lösungen: 
a)p=f(h): 
Die Integration der Druckformel,G1.(10-3),verlangt zunächst die voll- 


ständige Beschaffung des Integranden,in dem für QO die Polytropenzu- 
standsgleichung nach G1.(3-16) eingesetzt wird: 
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‚,  1/n, 
O = 9,-(p/n,) (2; 
eine einfache Potenz-Integration führt zu: 
n-1 
n Po a 
u Fre 0 ee! : 
n-1 89, 


Da außerdem 
g.(2, - 2,) = - h.g ist,folgt weiterhin: 


en Me DS. | (Wie) 1 (2). 
Fon n A O F a el 


Damit ergibt sich für die barometrische Höhenformel: 


(10-4). 


Angepaßt an die Zahlenwerte,erhält man als Gebrauchsformel in Pa, 
wenn man die Höhe in kohärenter Manier in -m einsetzt: 


p = 1,014.10°.(1 - 2,255.10” .n)? 2??? (10-5). 


bp) T=f(h): 


Ersetzt man in Beziehung (2) den Ausdruck p,/E 0 durch R.T, (vgl. 
Gl. 3-7 und 3-8) und p/P, exp (n - 1)/n durch das entsprechende Tenm- 
peraturverhältnis (vgl.61. 3-16),so läßt sich daraus die thermome- 
trische Höhenformel ableiten: 


- g.h — ‚R.(T -T,) o 
n-1 | | 


Löst man diese Gleichung nach T auf,dann ergibt sich: 


(10-6). 


In Anlehnung an die Zahlenwerte kann man folgende Gebrauchsgleichung 
verwenden mit h in m ;3 


T = 288 - 6,4947.10”? ıh (10-7). 


- 15 = 


Der Faktor 6,4947.10”’ in K/m heißt Temperaturgradient der Atmosphä- 


re. 


c)2E =f(h): 
Analogerweise ergibt sich schließlich für den Dichteverlauf: 


(10-8). 


Setzt man die ICAO-Werte ein,dann folgt: 


4,255 


O= 1,225, li - 2,255.10”” El (10-9). 


d) =f (h) : 


Differenziert man p= pl ‚was aus Beziehung (1) folgt, 
nach der Dichte © ‚dann bekommt man: 


dp = Born 8/9 IT. -ä9 = n.R.T -(9/ EN T.ap= n.R.T.aO . 


G1. (3-16) 


ap/ä9 =n.R.T, . 
Da die Schallgeschwindigkeit mit G1. (3-1) berechnet werden kann,er- 
hält man zunächst: 


(10-10). 


Das ist aber die polytrope Schallgeschwindigkeit.Den Höheneinfluß 
bringt man jetzt mit G1.(10-7) ins Spiel: 


(10-11). 


In angepaßter Form ergibt sich: 


„= 287,7. n.(1 - 22,551.10”°,h . 


Bemerkung: 
Die Untersuchungen bezüglich der Stratosphäre sind einfacherer Art, 
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da bei den Zustandsänderungen näherungsweise die Isotherme 
T = 216,5 K benützt werden darf . 


6.Beispiel 


Ein kugelförmiger Ballon ist mit Helium gefüllt und möge während 

seines Fluges sein Startvolumen beibehalten,Bild 10-3.-Angaben: 
Gesamtmasse m = 1000 kg; Dichte des He- 
liums in Bodennähe SHeso = 0,178 ke/m’; 
Inftdichte in Bodennähe 9, „= 1,225 kg/m?,. 
Man ermittle: 


a) das minimale Startvolumen Vz #ür den 
Grenzfall,daß man keine Rückhaltekraft 
benötigt; 

b) die dabei anfallende Helium- und Fest- 
körpermasse Dre und nn 5 

c) die maximale Steighöhe h „„ ‚wenn beim 


ax 
Start A nn, = 100 kg herausgeworfen wer- 


den. 


BILD 10-3 


Lösungen: 


a) Vz : 


Im verlangten Grenzfall hält sich der aerostatische .Auftrieb gerade 
das Gleichgewicht mit der gesamten Gewichtskraft: 


A,st z 5 Gas der K G 


Umgebung 


9 1,08 'x a - 


1000/1,225 = 816,33 m . 


b) m, und m, : 


Die Heliummasse berechnet sich in Bodennähe mit 


De =E Hs,0’'K = 0,178.816,55 = 145,307 kg . 


Die Differenz zur Gesamtmasse vor dem Start ergibt die Festkörper- 


masse: 


SITES 


He = 1000 - 145,307 = 854,693 kg . 
c)h : 


max 
Nach dem Überbordwerfen von A Mn = 100 kg Ballast,bleibt noch eine 
Festkörpermasse von 


Br Mn -.A m, = 854,693 - 100 = 
bigen Steighöhe: 


754,693 kg übrig. 
Nunmehr erhält man für die resultierende Steigkraft in einer belie- 
= F 


F = rk PN ' ' 
Be ec ee: 
Während des Steigens wird die Heliummasse’durch Ausströmen so einge- 


regelt,daß das Ballonvolumen laut Voraussetzung konstant bleibt. 


Fo = 9 1,n"&-'x - P He,n'8-'x in 8. 


OHe,h 
Fo = 1,08 V (1 Leer 


° . - g.m! 
Zn 2 
Trifft man nun folgende Annahme,daß 

SHe,h erh = se 96 
gilt und setzt man für die Dichtevariation in Abhängigkeit von der 
Steighöhe die 61. (10-8) ein,dann folgt: 


Zr 
By =D, gß gell - SHBO).(ı - 2,255,10°°.n) 


255 
nn _ g.Mn © 
| 91,0 
Die maximale Steighöhe ist erreicht,wenn Fo = D ist 
17 


1,225.9,81.816,33.(1 - 


-5 4, 
).(1 - 2,255.10””.h) 
1,225 


255 _ 9,81.754,693 = O 


’ 
h = 1127,9 on 
7.Beispiel 


Ein Laborgerät,Bildl0-4,besteht aus einem mit Wasser gefüllten Becher, 


der durch eine Membrane abgeschlossen ist.Im Becher befindet sich ein 
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Mast 9 Werdr 


N 
N 


nn. nunaue 


EUunnan nnTmanT 


BILD 10-4 


Schwimmer (Ludion),der teilweise mit Luft und teilweise mit Wasser 
ausgefüllt wird.Es ist auch noch ein tief liegendes Gewicht ange- 
bracht,damit das ludion stabil schwebt. 

Wenn die Membran nach oben gedrückt wird,gelangt zusätzliches Wasser 
in das Iudion,so daß die enthaltene luft weiter komprimiert wird,das 
Verdrängungsvolumen abnimmt und das lLudion absinkt. 

- und die Spiegeldifferenzzunahnme Ah 


Gr 
im Ludion,wenn die Membran in der Art einer Kugelkalotte nach oben ge- 


Wie groß sind die Grenzhöhe h 
drückt wird? 


Lösung: 


Gleichgewicht herrscht zunächst bei F = F,: 
A,st G 


9.2.7 /0).| d.h, + a.(hz - n| = g.Mudion 


Die Grenzhöhe Dan für den stabilen Schwebezustand errechnet sich 
damit 
m 


= 2 2 
Nar = - ( d, / d, -_ 1).h, . 


© .(R /4) a“ 


Dafür ist das Iudion ausgelegt.Wegen der Inkompressibilität des Was- 
sers erhält man aus der Gleichheit der Volumina ; 


| 3 
- 2 ET e ; 
2 
R 4 ®% 3 5 h) 
h =—. . —. Su o 
3 32 2 10) 16) 
i 


Bei Entlastung steigt das Ludion wieder, 


TEIL III: FLUIDDYNAMIK 


11. GRUNDBEGRIFFE DER DYNAMIK VOLLKOMMENER FLUIDE 


"I1sL1s Definitionen und Klassifikationen 
11.1.1. Allgemeines 
Fluidgebiet 


Darunter hat man sich einen Bereich vorzustellen,der von materiellen 
Punkten bei kontinuierlicher Verteilung eingenommen wird.Im Zustand 
der Bewegung besitzt jeder Punkt seine eigene Geschwindigkeit. 

Die Strömungsgeschwindigkeit kann man sich in allgemeinen als eine 
stetige und eindeutige Funktion der Ortskoordinaten und der Zeit vor- 
stellen: € = f (xıy:zst) . 

Gilt © = f (zsy:zst) = 0 ‚so bleibt das Fluid in allen Punkten des 
Fluidgebiets in Ruhe.Das ist aber nach Abschn. 4 das Arbeitsgebiet der 
Fluidstatik. 

Das Gegenteil € = f (x;y;z;t) + O ist nur selten anzutreffen,und 
das sogar in der Fluiddynamik,weil es bei umströmten Objekten immer 
Staupunkte gibt,die ja mit egpet (X Yg5295%) = O0 beschrieben wer- 
den. 


Singuläre Punkte 


Es handelt sich hierbei um Ausnahmestellen im Fluidgebiet,an denen die 
Geschwindigkeit null oder gar mehrdeutig ist. 

Die geschwindigkeitsmäßige Beschreibung eines Fluidgebietes lautet 
allgemein: 


e=f (xıysz;t) + 0) 


Ideales Fluid 


In.der mathematischen Fluidmechanik wird ein Modellfluid den Betrach- 
tungen zugrundegelegt,und zwar mit den Eigenschaften der Inkompressi- 
bilität und der Reibungsfreiheit (vgl. Abschn. 4 ,„ 2.Arbeitsgebiet). 

In-diesem Buch werden aber den Überlegungen natürliche Fluide voran- 

gestellt (vgl.Abschn. 4, 3.Arbeitsbereich,und S. 331 ). 


Vollkommenes Fluid 


In zahlreichen Anwendungen lassen sich die Tangentialkräfte gegenüber 
den Druckkräften vernachlässigen. Ist das der Fall,dann spricht man 
von vollkommenen Fluiden.Das ist aber keine Eigenschaft des natürli- 
chen Fljuids,sondern eine Frage der Umstände,unter denen das natürli- 
che Fluid eingesetzt wird (s.S. 331). 


Reales Fluid 


Sind die Tangentialkräfte gegenüber den Druckkräften nicht mehr zu ver- 
nachlässigen,dann hat man es mit den sogenannten realen Fluiden zu 
tun. 
Die Bewegung der realen Fluide verläuft immer wie eine Stab- oder 
Kernwirbelbewegung.Man trifft auch Fälle an,wo sich das Fluidgebiet 
geschickterweise in zwei oder sogar drei verschiedene Betrachtungszo- 
nen einteilen läßt: 
(1.) Zone der realen Fluide; 
(2.) Zone der vollkommenen Fluide mit Potentialwirbelbewegung; 
(3.) Zone der vollkommenen Fluide ohne Potentialwirbelbewegung. 
In der Fjuiddynamik,die auch Hydrodynamik genannt wird,hat sich wegen 
der Kompliziertheit realer Vorgänge folgende Betrachtungsweise durch- 
gesetzt und bewährt: 
Die Vorgänge werden zuerst derart untersucht,als ob man es mit 
vollkommenen Fluiden zu tun hätte;danach werden Korrekturglieder 
und/oder Korrekturkoeffizienten angebracht! 
In diesem Buch werden außerdem Kinematik (geometrische Bewegungslehre) 
und Dynamik gleichzeitig behandelt.Kinematik und Dynamik sind heutzu- 
tage unter dem Sammelbegriff Kinetik bekannt. 
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11,142, Strombahnen, Stromlinien, Stromfaden, Stromröhren 
11.1.2.1. Theorie 
Strombahnen 


Wenn ein materieller Punkt sich bewegt,so beschreibt er eine geome- 
trische Linie,die man seine Spur oder seine Bahn bzw. Strombahn nennt. 
Sie hat keine materielle Bedeutung.Die Zuordnung eines materiellen 
Punktes zu seiner Bahn 
zeigt Bild 11-1.Anschau- 
lich könnte man die 
Strombahn auch als den 
Lebensweg eines materi- 
ellen Punktes im Fluid- 
gebiet bezeichnen. 

Die Geschwindigkeits- 
vektoren e un, 
usw. sind immer tangen- 
tial zur Strombahn ge- 


y richtet.Sie gehören 


x BILD 11-1 zum selben materiellen 
Punkt P und unterschei- 
den sich voneinander 
nach dem Ort als Funk- 
tion der Zeit.-Analoges gilt für jeden weiteren Punkt des Fluidgebiets. 
Aus der G1.(9-1) folgen drei Differentialgleichungen für einen bestimn- 
ten Punkt: | 


(11-2). 


Sie entsprechen einer dreifachen Unendlichkeit (O0?) ‚nämlich der An- 
zahl materieller Punkte,die Strombahnen beschreiben. 
Die Integration führt zu folgenden Ergebnissen: 


Eliminiert man aus diesen drei algebraischen Gleichungen den Parame- 
ter t „dann erhält man zwei Gleichungen,die Raumflächen beschreiben: 
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(11-4). 


Ö „(%Y»2) + Const, =: :% v p%9»2) + Const,, = 0 


Die Schnittkurve dieser beiden Raumflächen ist nun nichts anderes als 
die Strombahn des beobachteten materiellen Punktes PP. 

Nach der Lagrangeschen Betrachtungsweise,wo jeder einzelne Massenpunkt 
längs seiner Strombahn verfolgt wird,gelangt man sehr schnell zu gros- 
sen mathematischen Schwierigkeiten. Praxisnäher ist die Betrachtungs- 
weise nach Euler.Er geht aus von dem Begriff der 


Stromlinie, 


Wenn alle materiellen Punkte eines Fluidgebiets in der Art einer 

kurz belichteten Fotografie beobachtet werden könnten,dann hinterlies- 
sen sie ein Feld strichartiger Spuren,was ihre kurzzeitige Bewegung 
anbetrifft,Bild 11-2.Jeder Punkt beschreibt einen kurzen Bahnbogen 

mit seiner ihm eigenen Geschwindigkeit Er ‚Die Betrachtung des Spu- 
renfeldes im Bild suggeriert einem geradezu,in der Richtungstendenz 
benachbarte Bahnabschnitte,die von lauter unterschiedlichen materiel- 
len Punkten überstrichen worden sind,durch einhüllende Kurven (z.B.: 

A - B) miteinander zu verbinden.Solche Linien nennt man Stromlinien. 
Sie erhalten folgende mathematische Beschreibung: 

Zu jedem Bahnbogen dr; gehört die lokale Geschwindigkeit = dr,/ät. 
Die Stromlinie ist also die Einhüllende der Geschwindigkeitsvekto- 
ren,die sich auf benachbarte Bahnelemente beziehen.Die Parallelität 
von Strombahn und Geschwindigkeitsvektor kommt im folgenden Vektor- 
produkt zum Ausdruck: 


(11-5). 


Da die Parallelität zwischen Bahn und Geschwindigkeitsvektor für je- 
den einzelnen Punkt der Stromlinie,und zwar für die Augenblicksauf- 
nahme gedacht,gilt,entfällt der Einflußfaktor Zeit,und übrig bleiben 
nur die Beschreibungsgrößen des geänderten Ortsvektors und des Ge- 
schwindigkeitsvektors.Aus teıX = dy/dx = a usw. oder durch 
Nullsetzen der Komponentenklammern in G1. (11-5) folgt: 


(11-6). 
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j x 
Bi y BILD 11-2 


dx dy 


c„(X,Y,2) e„(%,y,2) 


Daraus lassen sich für den ma- 
teriellen Punkt P, zwei Diffe- 
rentialgleichungen ableiten.No- 
tiert man die G1.(11-6) für den 
allgemeinen Punkt P ,dann er- 
hält man die beiden Differential- 
gleichungen aller Stromlinien,wel- 
che sich in zusammengefaßter,fort- 
laufender Form folgendermaßen an- 
schreiben lassen: 


dz 


— 11-7). 
0,(%,y,2) 


Für die Stromlinienmenge verzeichnet man eine doppelte Unendlichkeit 


(00°). 


Interessant ist eine zusammenfassende Gegenüberstellung der Beschrei- 


bungsgsrößen von Strombahn und Stromlinie: 


Strombahn 


1) Bezieht sich auf einen materi- 
ellen beweglichen Punkt; 


2) wird im Laufe der Zeit von die- 


sem materiellen Punkt beschrie- 
ben; 


3) ist eine geometrische Linie; 


4) Anzahl der Bahnen ist eine drei- 


fache Unendlichkeit (00°); 


5) drei Differentialgleichungen be- 
schreiben die Strombahn; 


Stromlinie 


1) Hierzu gehört eine einfach 
unendliche Anzahl materieller 
Punkte (ot); 


2) ist das Bild unendlich vieler, 
momentan ruhender materieller 
Punkte; 


3) ist eine substantielle Linie; 


4) Anzahl der Stromlinien ist 
eine doppelte Unendlichkeit 
(00°); 


5) zwei Differentialgleichungen 
beschreiben die Stromlinie; 


182. 


6) die Geschwindigkeit des materi- | 6) die Geschwindigkeiten der 
ellen Punktes ist tangential Punkte einer Stromlinie sind 
zur Strombahn gerichtet; tangential zur Stromlinie 

gerichtet. 


Stationäre Strömung 


Betrachtet man nach einiger Zeit wiederum das Strömungsgeschehen 

und stellt man das gleiche Stromlinienbild wie in Bild 11-2 fest, 
dann ist die Bewegung unabhängig von der Zeit;man spricht von einer 
stationärer Bewegung.Die Geschwindigkeit hängt damit in einem Fluid- 
bereich nur vom Ortsvektor und nicht auch noch von der Zeit ab. 


Instationäre Strömung 


Hat sich die Konfiguration in Bild 11-2 geändert — sie ist auch unter 
dem Namen hydrodynamisches Spektrum bekannt - ‚dann hängt die Bewe- 
gung im Fluidbereich vom Ortsvektor und der Zeit ab: 


—e 


ce = f (xz,y,z,t) (11-8). 


Die zusammengefaßten zwei Differentialgleichungen für die Stromli- 
nien lauten danach: 


dx dy dz 


(11-9). 


c„(X,y,2,t) e,(2,3,2,t) c„(x2,y,2,t) 


Es tritt hier die Veränderliche + (Zeit) hinzu. 


Stromfaden 


In der stationären Strömung haben Strombahn und Stromlinie dieselbe 
geometrische Gestalt.Mehrere materielle Punkte laufen die Stromlinie 
entlang.Vom Gesichtspunkt der analytischen Geometrie her gesehen,über- 
lagern sich die Bahn eines Einzelpunktes und die Stromlinie für viele 
Punkte.Diese gemeinsame Linie wird Stromfaden genannt. 


Stromfläche 


Mehrere Stromlinien zusammengenommen,bilden eine Stromfläche. Im 
Raum (R?) kann man zwei Familien von Stromflächen haben. 
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Stromröhre 


Ber Im Fjuidbereich greife man eine 
L 7 — offene Fläche A heraus, Bild 11-3. 
- Sie enthält unendlich viele Punk- 
- EEE a te (00 °) Durch jeden Punkt ver- 
| I läuft eine ganz bestimmte Stron- 
TI —  linie.Die Gesantmenge der Stron- 
hm : : 
x--/ linien bildet ein sogenanntes Strom- 
m rohr. 
nA -BILD 11-3 Die Fläche A wird von der ge- 
schlossenen Linie L begrenzt. 

Alle Stromlinien,welche die Grenz- 
linie L treffen,bilden zusammen eine Rohroberfläche (Stromfläche!), 
welche die Rolle einer Grenzfläche bezüglich der Stromröhre über- 
nimmt.In der mathematischen Fluidmechanik wird nur diese Grenzfläche 
in topologischer Hinsicht Stromröhre genannt;physikalisch aber gehö- 
ren alle Stromlinien zum Stromröhrenbereich. 

Bei instationären Strömungen ändern die Stromröhren in Abhängigkeit 
von der Zeit ständig ihre geometrische Gestalt. 


Manchmal nennt man den Inhalt einer Stromröhre auch Stromfaden.Be- 
dingung hierfür ist aber die Konstanz der Geschwindigkeit c,(x,y,2,t) 
in der Fläche A . 


11.1.2.2. Beispiel 


Anhand eines umfassenden Beispiels mögen obige Definitionen veran- 
schaulicht werden,Bild 11-4. 
Aus einer Düse Dü fließt Wasser in horizontaler Richtung heraus, 
Der Öffnungsquerschnitt läßt sich mittels des Drehhahns Ha verän- 
dern.Ohne bereits an dieser Stelle auf Reibungseffekte genauer einge- 
hen zu müssen,wird nur an die Erfahrungstatsache erinnert,daß sich 
wohl bei drei verschiedenen Ventilstellungen auch drei verschiedene 
Wasserstromröhren einstellen.Das bedeutet auch,daß die Düsenaustritts- 
geschwindigkeiten ebenfalls drei verschiedene Werte annehmen (Bild 
11-4).- Man bestimme: 
a) die Weite Knax „bei welcher die Stromröhre PL den Boden trifft, 
wenn das Ventil ganz geöffnet ist;die dazugehörende Austrittsge- 


schwindigkeit heißt co nax 5 
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€ BILD 11-4 


b) die mittlere Weite X für die Stromröhre P, bei der Austritts- 

geschwindigkeit c 
ce) die Weite Z in 
ist;die Austrittsgeschwindigkeit lautet hier dann c 


om °’ 

für. Pz ‚wenn das Ventil weit zugedreht worden 

omin ’ 

d) die jeweiligen Fallzeiten,bis ein Wasserteilchen nach Verlassen 
der Düse den Boden erreicht ( 151,5; T, ) 5; 

e) wegen der Stationarität der Fälle a) bis c) sind die Strombahnen 
identisch mit den Stromlinien : Stromfaden ! - Nun geht man da- 
durch zu einer instationären Strömung über,daß man die Austritts- 
geschwindigkeit durch eine automatische Verstellvorrichtung am Ven- 


til stetig verändert: 0, = f (t) = A k.t . Die Konstante 
in dieser linearen Funktion ermittle man für t = T und ir 
Es ist die Gleichung der Strombahn eines materiellen Punktes anzu- 
geben; 
f) die drei Weiten Knax ’ X ? Xnin wie die dazugehörenden Fall- 
zeiten T,; ‚wenn man folgende Zahlenangaben kennt: oa 1 m/s 
und C min ” 0,8 m/s swieh=1m ; 


&) die Gleichung der Strombahn eines materiellen Punktes mit den An- 
gaben aus Punkt f). 


Lösungen: 


a) Xnax : Aufgrund der Superposition läßt sich die Momentange- 


schwindigkeit in einem beliebigen Punkt P mittels der 
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beiden Komponenten SE Rene und e5 = g.t auffinden. 


Parametergleichungen der Strombahn für t = O und x = 0 sowie z=0: 


dx t 
= =0, u xs [ cat = Ct (1); 
dt 0 
t 
dz 1 2 
cz = = g.t —a 2 = g.t.dt ei .8.t (2) . 
| at 2 
0 


Algebraische Bahngleichung: 


Eliminiert man aus den Beziehungen (1) und (2) den Paraneter + , 
dann ergibt sich die Farabelgleichung für die Strombahn: 


2 = 0,5.(8/e3).x“ (3): 
Damit schreibt sich die Parabelgleichung 1 mit CR as fol- 
gendermaßen an: 
_ 2 2 
2 = 0,5. (8/e max ).x (4) . 


für z=h folgt dann ohne weiteres: 


Sinngemäß berechnet sich diese Größe mittels (5) zu : 


> ie 2 Zee || 2.h/s (6) . 


Desgleichen ergibt sich hier : 


a 2 
Die erforderlichen Fallzeiten T, lassen sich einfach mit dem Zusam- 


b) xn 


e) xı,.% 
min 


a) T T T 


menhang : 
1, = X; ‚Boden? ©; für i = max,n,min (8) 


berechnen.Dabei fällt auf,daß alle drei Fallzeiten gleich groß sind: 
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= h,=1=1= | 2-"/e (9). 


e) Gleichung der Strombahn im instationären Fall: 


Zuerst bestimme man die Konstante k für die Gleichung,mit welcher 
die Austrittsgeschwindigkeit an der Düse bestimmt wird: 


Also gilt laut Angaben: 
= sis = Somin) /T (11). 


Damit schreibt sich die Beziehung (10) wie folgt an: 


e_=c - (c Ist: T (12). 


- C 2 
10) omax omax omın 


Aus den Beziehungen (1) und (2) folgt mit (12) die Parameterdarstel- 
lung der Strombahn: 


rd 
) 


_ | Conax _ ae = Somin?*t / J .t (13) und 


= 0,5 D g.t° (14) . 


N 


würde man hierin den Parameter t eliminieren,dann bekäme man eine 
Hyperbel vierten Grades.Aus Gründen einfacher Weiterrechnung begnü- 
ge man sich mit der Parameterform. 

Ein ausfließender materieller Punkt befindet sich nach der Zeit T 
in P*' „Bild 11-5, 

Aus der Tatsache,daß ein elementarer Strombahnbogen mit einem ele- 
mentaren Stromlinienbogen deckungsgleich ist,folgt,daß der bewegte 
Massenpunkt während seiner Bahn ständig eine andere Stromlinie be- 
rührt !-Das veranschaulicht besonders Bild 11-5,Pos. b,und zwar für 
den Fall,daß die Ventilverstellung in Stufen erfolgt ,und nicht stetig 
wie vorher(Pos. a). 

Macht man durch ein Kontrastmittel Wasserteilchen sichtbar,so läßt 
sich mittels einer Filmkamera die Strombahn feststellen.Die Beobach- 
tungen erleichtert man sich durch Mitaufnahme einer hintergründigen 
Schirmbildrasterung. 


Aus Beziehung (5) folgt: 


r< 
) 


= 1. 1/2.1/9,81 


»4 
ll 


0,4515 m ; 


(12): für t = T/2 erhält 


Be . 2 
man für Cm 
Com ” 0,9 m/s,womit sich 


ergibt: 


(6): Xn = 059 2.179,81 


x = 0,4064 m ; ebenso: 


b (TER in 0,3612 m. 


(9): 2, ne 12.1/9,81; 


T=-0,4515s . 


SCHIRMBIL.D 


g) Strombahngleichung für 
den Fall e) und f): 


PEESFEFEFEFEFN 


Wenn man die Angaben in (13) 


und (14) einsetzt,dann er- 


: BILD 11- hält man; 
1.058. | 
Eee —— EEE EDEL HI GE 5 
= | 0,4515  |/ —— 


2 


Außerdem erhält man: z=0,5.g8g.% (16). 


Auch hier begnüge man sich mit der Parameterdarstellung. 


11,143, Beschleunigungen 


11.1.3.1. Theorie 


Aus der Festkörpermechanik kennt man die Beschleunigung als die zeit- 
liche Änderung der Geschwindigkeit: 
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de d. 


a= — = —c (xX,y,2,t) (11-10). 
dt dt 


Dieser Ausdruck läßt sich mit Hilfe des totalen Differentials von 
rg weiterentwickeln: 


(11-11). 


Der nur von der Zeit abhängige Beschleunigungsanteil (9 E/ dt) ist 

unter dem Begriff "Lokalbeschleunigung" bekannt. 

Der nur vom Ort abhängige Beschleunigungsanteil heißt "konvektive 

Beschleunigung". 

Die Beschleunigung @ wird manchmal auch Totalbeschleunigung oder 

"substantielle Beschleunigung" genannt,weil die Stromlinie eine sub- 

stantielle (materielle) Linie ist. 

In der 61. (11-11) könnte man rein formal € "ausklammern".Unter dem 

Restausdruck verstehe man einen "symbolischen Operator",der bei 
Multiplikation mit "© zur substantiellen Beschleunigung führt: 


Die Komponenten der Beschleunigung lauten bezüglich des kartesischen 
Koordinatensystens: 


(11-13). 
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Führt man hier wie in Abschn. 9.1 
die natürlichen Koordinaten ein (vel. 
Gl. 9-11 und 9-12),Bild 11-6,dann 
ergibt sich für die Tangentialbe- 


ed 
c 


schleunigung (Pos. a) : 


(11-14). 


BILD 11-6 
Für die Normalbeschleunigung erhält 


man in diesem Zusammenhang: 
MER - 
a =c" /R (11-15). 


Unter R versteht man den Krümmungsradius der Bahn. 

Die entsprechenden Massenträgheitskräfte ( F,, und F,_ ) sind im Sin- 
ne des d'Alembertschen Prinzips den beiden Beschleunigungen entgegen- 
gesetzt gerichtet (Bild 11-6,Pos. b). 


11.1.3.2. Beispiel 


Allgemein gesprochen,kann sich ein Geschwindigkeitsvektor nach dem 
Betrag und der Richtung ändern.Bleiben beide Größen konstant,dann 
sprieht man von einer gleichförmigen Bewegung,welche die Geradlinig- 
keit impliziert. 

Bereits bei der Änderung nur einer Größe spricht man von einer un- 
gleichförmigen Bewegung,die gleichmäßig oder ungleichmäßig beschleu- 
nigt/verzögert sein kann.An Hand der beiden G1. (11-14) und (11-15) 
sowie der einschlägigen Definitionen soll eine Klassifikation der Be- 
wegungsarten in groben Umrissen gegeben werden. 


Lösung: 
Wenn die Geschwindigkeit und die Beschleunigungsanteile verschiedene 
Werte annehmen,dann kann man folgende Einteilung vornehmen: 
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Geschwindigkeit | Beschleunigungen 


c tangential: a, | normal:a 


Bezeichnungen 


Ruhezustand 


ce = const gleichförmige Bew.: 


stationär 
ce = const ungleichförmige Bew.; 
gleichmäßig beschl.. 
Kreisbewegung bei konst. 
Umfangsgeschw. :statio- 
när 
e = const ungleichförmige, 
krummlinige Bewegung: 
stationär 
cC = const : “ 
ungleichförmige,gerad- 
linige Bewegung: 
stationär 
e z const ungleichförmige, 
krummlinige Bewegung 
bei c(s) = const,aber 
c(t) # const: insta- 


tionär 


2 
e z sonst 9 #0 | c.— +0 a (6) ungleichförmige,all- 
9%t os gemeinste Bewegung: 
instationär . 
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11.2. Kontinuitätsbedingung 


11.2.1. Für Stromröhre bei stationärer Strömung 


Relativ kleiner Strömungsquerschnitt (Stromfaden) 


Ein Kontrollvolumen (Kontrollraum) befinde sich in einer dünnen Stron- 
röhre zwischen den Kontrollebenen (Strömungsquerschnitten) 1 und 2, 
Bild 11-7,Pos. a.Nach dem Zeitintervall At befinden sich die mate- 
riellen Punkte der Kontrollebene 1 nun in 1' und diejenigen von 

2 in 2'! „Wegen der Massenerhaltung in den Kontrollräumen 12 und 
1'2' eilt Mo 
vall At in den Kontrollraum 1'2'! eingeströmte Masse und unter 


= M),5, „Versteht man unter An, die im Zeitinter- 


Am, die im selben Zeitintervall aus dem Kontrollraum 12 ausgetre- 
tene Masse,dann gilt auch: 


oma em. +dm . 


Daraus ergibt sich,weil die Masse DM ı2 beiden Kontrollräumen eigen 
D) .-Mit Hilfe der Querschnitte A] und A, ‚den Ge- 
schwindigkeiten 7 und c, (konstante Verteilung über die Qerschnit- 


ist: Am, = Am 


te vorausgesetzt) und den Dichten © j und 9, (ebenfalls gleiche Ver- 
teilung über die Werschnitte vorausgesetzt) erhält man: 


BILD 11-7 


2.,.4,. AS, = DO „Ay. As, 
e1 A]ecı« At = © geAy.cy» At . 


Kürzt man diesen Ausdruck mit At ‚dann erhält man die Kontinuitäts- 
gleichung für ein dünnes Stromrohr bei stationärer Strömung und senk- 
recht auf dem Strömungssquerschnitt stehenden Geschwindigkeitsvektor: 


const (11-16). 


Das gesamte Produkt heißt Massenstrom und wird in kg/s gemessen: 


Verzweigt sich ein Stromrohr, Bild 11-8,Fos. a,dann ist der Anfangs- 
massenstrom gleich der arithmetischen Summe der Zweigmassenströme: 


® } ) » 

a en De . 
Der Beweis folgt aus der Anschauung bezüglich der Massenstrombilanz 
am Kontrollraum K . 
Werden mehrere Massenströme zusammengeführt (Bild 11-8,Pos. b),dann 
lautet sinngemäß der gesamte Endmassenstron: 


oe oe 2) eo 
Hat man es mit mehreren zu- und abfließenden Massenströmen zu tun, 
liegt also eine Art "Knotenpunkt" vor,dann gilt doch (Bild 11-8,Pos. 


m, + m, + DS m=m, +mM+m . 
Die algebraische Gesamtsumme der Massenströme führt aber zur berühnm- 


ten Kirchhoffschen "Knotenpunktsregel",die sowohl in der Fluidmecha- 
nik als auch in der Elektrotechnik gilt: 


n:e.% (11-18). 


BILD 11-8 


c) 
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Der Massenstrom ist nach G1. (11-17) mit Hilfe der örtlichen Abso- 
lutgeschwindigkeit zu Recht gebildet worden.Berücksichtigt man in 
diesem Zusammenhang nun G1.(9-7),den ersten Satz von Coriolis,so 

folgt auch der vektoriellen Schreibweise wegen nach Orientierung 

der Fläche dA mittels eines Normalenvektors n : 


ne 


m =9.Ac = °. mean = p- Ir. (FT + w).dA 
(A) (A) 


die Dichte 2 darf unter der Annahme konstanter Dichteverteilung 
vor das Integral gesetzt werden.Die weitere Aufgliederung des Inte- 
granden führt zu nachstehendem Ausdruck: 


(11-19). 


m, entspricht dem Anteil an Massenstrom aufgrund der Fahrzeugbewe- 
gung, m ist der relative Massenstrom,gemessen mittels der Relativ- 
geschwindigkeit. 

Auf diesen Zusammenhang wird besonders in Abschn. 12.2 , 12.3 

und 19 ( Beispiele aus dem Gebiet der Strömungsmaschinen ) einge- 
gangen werden. 


Für ein inkompressibles Fluid: Q (X,Y,2) = const —& =9, = Q ; 
vereinfacht sich die Kontinuitätsgleichung (61. 11-16)zu: 


(11-20), 


wobei man das Produkt Volumenstrom nennt;er wird in m’/s gemessen: 


A (11-21). 


Die Stromröhre verhält sich in diesem Unterabschnitt wie ein Stron- 
faden. 
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Bemerkung: 


In der klassischen Mechanik (Newton) bleibt die Masse eines beweg- 
ten Körpers konstant.In der relativistischen Mechanik (Einstein) wird 
zwischen der Ruhemasse Mm, und der bewegten Masse IM, unterschie- 
den.Mit Hilfe des Lorentz-Faktors lı 2 e*/et entsteht folgender 


m = m, / | 1- c/o? (11-22). 


Es bedeutet c, ” 300.10° m/s die Lichtgeschwindigkeit.In der Fluid- 
mechanik sind die Geschwindigkeiten sehr viel kleiner als C1.- 


Zusammenhang: 


Die notwendige Höchstgeschwindigkeit in der Raumfahrt beträgt bei- 
spielsweise c = 11,2.10° m/s ‚auch als zweite kosmische Geschwindig- 


keit bekannt.Der Korrekturfaktor ist hierbei /ı 2 1,395.10° z1, 


der die Annahme konstanter Masse -— ohne Abbrand natürlich - zuläßt. 
Meteore können noch höhere Geschwindigkeiten erreichen,aber infolge 
der Erhitzung sind Dissoziationsprozesse vorhanden,so daß das Fluid 
in die Plasmaphase überwechselt. 


Relativ großer Strömungsquerschnitt 


In Bild 11-7,Pos. b,ist eine relativ dicke Stromröhre gezeigt.Krun- 
me Querschnittsflächen A] und A, begrenzen den Kontrollraum.Aus 
ihm greife man einen differentiellen Stromfaden von der Nasse dm 
heraus,und zwar im Sinne des Masseninhaltes einer differentiellen 
Stromröhre. 

Hier gilt für die im Zeitintervall dt eintretende Masse dm. und 
die Bun eu see 2ne dm, gleichfalls: dm, = dm, .Da die Ge= 
schwindigkeit c, nicht senkrecht auf dem krummen Querschnittsflä- 
chenelement dA steht,empfiehlt sich eine Komponentenaufteilung 


1 
normal und tangential zu dA, (Bild 11-7,Pos. c). 
Die Tangentialkomponente 4 kann zum Massenstrom nichts beitragen; 


nur die Normalkomponente Can ist dazu in der lLage.Mit Hilfe eines 
Normalenvektors erhält man dann für die Kontinuitätsgleichung in der 
allgemeingültigen Form: 


(an - Fasz = (gm.2.an (11-23). 


(A,) (A,) 


Bei inkompressibler Strömung ( © = const) folgt vereinfachend wegen 
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der Dichtekonstanz für den Volumenstrom: 


| #.2:04 = (11234); 


(A, ) 


11.2.2. Für Volumenbereich bei stationärer Strömung 


Die krummen Querschnittdflächen Al und A, mögen derart zusammenrük- 
ken,daß sie eine geschlossene Fläche A bilden (Bild 11-7,Pos. d). 
Hier gilt nun in Anlehnung an G1. (11-23) für den Massenstron: 


_— ep nah 
m, = 9.n.c.dA = m = 9 .n.c.d oder: 


(A, ) (A}) 


(11-25). 


Analogerweise gilt im inkompressiblen Fall (2 = const) für den Vo- 
lumenstronm: 


(11-26). 


(11-27). 


Damit läßt sich die Kontinuitätsbedingung im inkompressiblen Fall, 
dargestellt durch die Gl.(11-26),auch noch anschreiben: 
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Man versteht unter der DIVERGENZ von © : divce =YV. 
skalare Produkt des Symbolvektors 


das 


ed a 


= ji— + j.. — + k.— 
| %x oy Oz | 


mit dem Geschwindigkeitsvektor 
= i.c, + J.o, + k.c, . Das ergibt 


schließlich; 


E od 


— P en . . N . 
Ye = divl@s(i. + j.— + k.—).(i.c, + je, + k.c,) 


oz 


(11-29). 


Die Kontinuitätsbedingung für den kompressiblen Fall erhält man da- 
durch,daß die zweite Integralformel von Gauß in der G1.(11-25) auf 
den Vektor (9.c) angewendet wird. 


ER Bat . © ).dA = KZE .c ).dV BERTEIR. = 0 
(A) (A) (V) (v) 


(11-30). 


Daraus folgt einfach: 
V(p.2)=dw(Q.e)=0 (11-31). 


Hier ist auch: 


v.1E.8) = (7. +9.(V.E) oder 


=. gradg +Q.div® = 0|(11-32). 


vie) 


Die Integrationsgebiete in der G1.(11-27) sind durch die gesamte 
Grenzfläche A und durch den Kontrollraum V vorgegeben.Für weitere 
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Anwendungen ist die G1. (11-29) wichtig ! 


11.2.3. Stromfunktion von Stokes 


Man betrachte nun eine ebene Fluidbewegung.Hier liegen in allen FPar- 
allelebenen € 1 En» Ez usw. ,Bild 11-9,gleiche Zustände und Bewegungs- 
verhältnisse vor.Demnach 
sind die partiellen Ab- 
leitungen aller physi- 
kalischen Größen in der 
z-Richtung identisch 
null,.Unter anderem ist 
also auch die Geschwin- 
digkeitskomponente „= 0. 
Somit reduziert sich 

die Kontinuitätsglei- 
chung für eine ebene 

und inkompressible 
Strömung nach G1. (11-28) 
Au Ic, de, 
BILD 11-9 (1) diiv@ =— + —=0, 


' I | 


Weiterhin schrumpfen 


die beiden Differentialgleichungen für die Stromlinien nach G1. (11-7) 
auf eine zusammen: 


(2) dx / e,(x,y) = dy / e„(x,y) ‚Diese Dgl. wird umgeformt: 
(3) - oz dx + c,.dy =0 . Man könnte sie in geeigneter Weise in- 


tegrieren,wenn das totale Differential 
ay einer Funktion v vorläge: 


2 P 
(4) av =ZY .a EAN ar = - et + c.dy =0 ,„ - Dabei wäre: 


(5) (11-33). 


Die Beziehungen (4) und (5) haben ihre Richtigkeit,wenn nach dem Satz 
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von L.Schwartz die gemischten Ableitungen gleich sind: 


Po 2 9% 
— I -— (I) = —(—) 
Ix.dy a 9 dy 9x 


Prüft man (4) mit Hilfe von (6) nach,dann ergibt sich: 


(6) (11-33 a). 


3 2 et 
(7) —— (+ c,) = — (- e,) .- Daraus folgt: 
x Oo, Ox oy 
Diese Beziehung ist aber in Ordnung,wenn die Kontinuitätsgleichung 
nach (1) erfüllt wird: 
Immer wenn die Kontinuitätsbedingung erfüllt i1st,existiert 
eine Funktion vV. 
Aus ay(x,y) = 0 folgt sofort: 


Diese Gleichung beschreibt eine Stromlinienschar,und YV wird Strom- 


funktion genannt.Jeder Stromlinie entspricht eine andere Konstante. 
Die Stromfunktion Ir besitzt eine aufschlußreiche physikalische Be- 
deutung,Bild 11-10: 


a b 


BILD 11-10 


Die Differenz parametrischer Werte der Stromfunktion AV = Y, - Wr 
entspricht gerade dem Volumenstrom,der zwischen den beiden Stromli- 
nien hindurchfließt. 
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Beyeis: 

Zwei benachbarte Stromlinien Y = Yı und Y= Y; werden von der 
Geraden y = x geschnitten(Bild. 11-10,Pos. a).Betragsmäßig gilt bei 
einer Tiefe von 1 m (senkrecht auf der Bildebene gerechnet) für den 
Teilvolumenstrom AV,welcher zwischen den beiden Stromlinien aufgrund 
der Komponentenanteile hindurchströmt: 


(8) AVY=M.e.A5=|e ax + |e,|.ay . 


| EEMERENDE N ERENE LEHREN DO 1 PENSHESEENEN E21 VERBEEH 


Beziehung (4) kann auch mit endlichen Differenzen angeschrieben wer- 


den: 


(9) Ap= ON nes oder: AY' = 0 AR + 0,.AY- 
x oy IL. 


Vergleicht man nun (8) mit (9),dann fällt sofort auf,daß 


AV =-AY- VW 3 = 

ist!-Wenn man auch eine feste Wand mit einer Stromlinie identifiziert, 
sie also gleichfalls mit einer Stromfunktion beschreibt (Bild 11-10, 
Pos. b),dann kann man dem parametrischen Wert einer Stromfunktion fol- 
gende anschauliche Bedeutung abgewinnen: 

Der parametrische Wert einer Stromlinie Y= Yı gibt an,wel- 

cher Teilvolumenstrom zwischen einer festen Orientierungs- 

wand und der Stromlinie selbst hindurchströnt ( V, = Y). 

Insofern ist nunmehr die Bedeutung von day augenfällig. 


, 
Für yı— O,geht „——0O;damit lautet die Gleichung der 
Grenzlinie (feste Wand): YVY(kxy)=-0. 


Die Ableitung der Stromlinie ergab sich zwar aus einer Betrachtung 
der ebenen Strömung.Es ist aber einzusehen,daß im Raume analoge Zusan- 
menhänge bestehen werden.Man denke nur an eine Körperumströmung im 
Raume.Hier werden keine Stromlinien den Fluidbereich ordnen helfen, 
sondern Stromflächen, zwischen denen sich Teilvolumenströme bewegen 
werden. 


11.2.4. Kontinuitätsbedingung bei instationärer Strömung 


Stromröhre von relativ kleinem Qerschnitt (Stromfaden) 


In Bild 11-11 sind für ein dünnes Stromrohr Angaben für den instatio- 
nären Fall gemacht worden. 
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Wenn in die Kontrollebene 1 
der. Massenstrom m eintritt 
und den Kontrollraum in der 
Kontrollebene 2 mit der 
Größe (m + dm) verläßt,dann 
muß der Masseninhalt dm des 
Kontrollraumes eine zeitliche 
Abnahme zu verzeichnen haben, 
was in folgender Bilanz zum 
Ausdruck kommt: 
no 

c Das = - 9 (am) ’ 

fe) Ss ot 


BILD 11-11 


Entwickelt man diesen Ausdruck bei Anwendung von G1. (11-17) weiter, 
so zeigt sich: J A) 
u (2 ‚A.c).ds + — (Q Ads) = 0 : 


f) s ot 


Nach Kürzung durch ds heißt die Kontinuitätsgleichung bei instatio- 
närer Strömung bezüglich einer Stromröhre relativ kleinen Qerschnitts: 


ER + Io .A) = + —— = 0 (11-34). 


%s ot 


Im Falle der Inkompressibilität kann p gekürzt werden.Es bleibt 
dann: 


(11-35). 


Stromröhre von relativ großem Querschnitt 

In G1. (11-34) sind Dichte und Geschwindigkeit jeweils konstant über 
der Fläche anzunehmen.Dies gilt natürlich bei einem relativ großen 

Querschnitt A nicht mehr,.Vielmehr sind die obigen Klammerausdrücke, 
wie z.B. in G1.(11-34),als Flächenintegrale zu bestimmen: 


| 9% 
ca) CA) 
Der zweite Term wird nun folgendermaßen umgeformt: 


Somit ergibt sich: 


(11-36). 


(11-37). 


Im Volumenbereich 


In Abschn. 11.2.2 ist die Kontinuitätsbedingung für den Volumenbe- 
reich stationärer Strömungen abgehandelt worden.Die Massenstrombilanz 
war null,weil ein- und austretender Massenstrom gleich groß waren. 
Ist aber z.B.der austretende Massenstrom größer als der eintretende 
bezüglich des Kontrollraumes,dann mıß sich die Masse im Kontrollraum 
verringert haben,denn die Massenerhaltung im Kontrollbereich mıß ja 
gewährleistet sein! 
Dieser Sachverhalt läßt sich zusammen mit G1.(11-30) folgendermaßen 
angeben: 

) 

div (9. ‚© ).dV= - (in) = -io .aV) ; 
ot ot 


nach Kürzung durch dV ergibt sich die Kontinuitätsgleichung für den 
Volumenbereich und instationäre Strömung: 


(11-38). 
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Für den Fall der Inkompressibilität und ständig voll ausgefülltem 
Kontrollvolumen entartet die letzte Gleichung zu divce=0 R 

Das ist aber die Kontinuitätsgleichung nach 61. (11-28) im statio- 
nären Strömungsfall.Mit anderen Worten: Eine instationäre Strömung 
im inkompressiblen Fall bei ständig ausgefülltem Kontrollvolumen ist 


unmöglich! 


11.2.5. Beispiele 


l.Beispiel 


Die Geschwindigkeit einer gleichförmigen Fließbewegung beträgt c = 

2 m/s und verläuft in Richtung der Geraden x = y = z,Bild 11-12. 
Strömungsmedium ist Wasser. 

a) Man ermittle den Volumen- 
strom bezüglich der Dreiecks- 
fläche ABC,die als Quer- 
schnitt eines Stromrohres 
figuriert ( s=1,5 m) und 
vergleiche 

b) dieses Ergebnis mit der 
Summe der drei Volumenströ- 
me,welche den Tetraeder durch 
die drei Flächen OAB,OBC und 
OCA eintreten. 

c) Schließlich ist das Ergeb- 
nis zu diskutieren. 


- A(sI010) BILD 11-12 
“ Lösungen: 


a) V: 
Charakteristik: stationär, 
geradlinig,inkompressibel,relativ großer Stromrohrqauerschnitt.Deshalb 


gilt 61. (11-24): 


Zen = | c.dA =c.A . Die Fläche A berechnet 
(A) (A) sich folgendermaßen: 


Anne er 0,5.8. Verhyn = 0,5.]2 . 


2 
. 1.5 
In Zahlen folet: ve, IE} = 3,897 m’/s. 
0 ® . o o ® 
BIV_L,T.,vT.4 WER EN EV ER. ee. 
x y zZ x y zZ y2’° x 2X" y xy 2 


ferner gilt: 


c 
_ ] 2 2 2 -} 2 = _ _ 
ce= cz + °, + C, = 3.C, —— c, = °, = c, = — und 
3 
A 


= s°/2 . Daraus folgt jetzt: 


VS ua: EA (13.2) = 3,897 m’/s . 


Man stellt die Gleichheit beider Ergebnisse fest. 


c) Diskussion der Ergebnisse: 


In vielen Fällen ist die Zerlegung des Volumenstrom-Integrals in drei 
einfachere Integrale viel bequemer.Bildet man in dem Ausdruck V= 
Era das Skalarprodukt des Normalenvektors nach G1.(7-2) mit 
dem Geschwindigkeitsvektor c „dann erhält man zum Integrieren einen. 
sehr komplizierten Ausdruck.Es fallen dabei aber die Richtungskosinus- 
werte auf,so daß man dA.cosX, dA.cos /3 und dA.cos * bilden kann, 
was eben zur vereinfachten Berechnungsmethode des Volumenstroms führt: 


(11-39). 


(Ay 


2;Beispiel 


In einem Großwasserbecken ist die Eckenströmung zu untersuchen, 

Bild 11-13. 

Abmessungen: s = A! =AM"=2m; H=AB= 1,5 m. - Es handelt sich 
um eine ebenes Problem mit den Geschwindigkeiten ss = 0,5 m/s. 
Die Geschwindigkeitsabhängigkeit in radialer Richtung heißt: 

ce =K,.r ! -— Man ermittle: 

a) den Volumenstrom in der Ebene OABC; 

b) Existenznachweis und Herleitung der Stromfunktion W : 
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c) die Kontrolle des Volumenstroms mittels der Stromfunktion. 


Lösungen: 

a)V: 

Zunächst bestimme man 

die Konstante K in der 
angegebenen Gleichung 

für die Geschwindigkeits- 
verteilung.In A gilt 
beispielsweise: 


0,5 = kK.s. T s also: 


K= 0,1768 1/s . 
A(s,s,0) 


| Aus G1.(11-24) und dem 
x BILD 11-13 Flächendifferential 
dA = H.är folgt: 


s.y2 s. 72 ) E 
) (6) 


H.K.s“ : 


<lo 
N 


In Zahlen: V = 1,5.0,1768.2% 


DY: 


Existenznachweis: Aus der Geschwindigkeitsgleichung c = K.r ent- 


<[3’e 
ll 


1,0608 m’/s . 


wickelt man: 


ce=K,. x° + y s die Komponenten heißen dann unter Beachtung 
der im Bild eingetragenen Strömungsrichtung: 
= K.x und °, = Key. 
Beachtet man nunmehr G1. (11-33),dann erkennt man: 


Yr K.,y ; 


e=—=-Kx ; Bau er ; eine einfache Integration 
2 y 2 x ergibt: 
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V =K.x.y . 


Kontrolle: 


G1. (11-33 a): KArcıe 92h __ K.:2:R 8 
Oy dx °x %y a 


ce) Kontrolle des Volumenstroms mittels der Stromfunktion: 


Der parametrische Wert der Stromfunktion längs der hyperbolischen 
Stromlinienspur durch den Punkt A lautet: 


2 


Y=X&. 0? = 0,1768.2° = 0,7072 m/s . 
A . 


Der analoge Wert für den Punkt 0 lautet: 

Yo re, 
In den Erläuterungen zur Stromfunktion fand man auf Seite 201 für 
eine Tiefe von 1m : 


AVY=LAY- Y> _ Y, ; bezüglich des vorliegenden Problens er- 
gibt sich: .. 


Bis Te | 


V=1,5. ( 0,7072 - 0) = 1,0608 m’/s ! 


s in Zahlen: 


Bemerkungen: 


1) Man erzielt bei einer ebenen Strömung obiger Art den Volumenstrom 
sowohl über ein Flächenintegral als auch über die Stromfunktion. 

2) Die Stromlinien sind gleichseitige Hyperbeln. 

3) Längs jeder Stromlinie gilt ein anderer parametrischer Wert der 
Stromfunktion. 


4) Das Verteilungsgesetz der Geschwindigkeit gilt nur in Eckennähe. 
3.Beispiel 


In der Krümmungszone eines horizontalen Wasserkanals ( Breiteb = 4 m; 
Tiefe h= 5 m; Krümmunssradius am Innenrand R, = 20 m steigt das 
Fluid außen hoch und sinkt am Innenrand ab.- In erster Näherung möge 
die Strömungsgeschwindigkeit mit c = 5 m/s angenommen werden.-Man 
ermittle, Bild 11-14: 

a) die Gestalt der freien Oberfläche in Höhe der Winkelhalbierenden; 
b) den Volumenstrom in einem Querschnitt des geraden Kanals; 

c) den Volumenstrom im Querschnitt der Winkelhalbierenden. 
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Lösungen: 
a) Oberflächenverlauf: 


Da die Absolutgeschwindigkeiten alle senkrecht aus den Querschnitts- 
ebenen stehen,darf man vom relativen Gleichgewicht ausgehen und die 
Orientierung mittels 
des y',z'-Koordinaten- 
b systems vornehmen.Da die 
freie Oberfläche eine 
Isobarfläche darstellt, 
ist über das Kräftegleich- 
gewicht an einer freige- 
machten,ruhenden Ersatz- 
masse dm (Bild 11-14, 
Pos. c) die Gleichung 
für die massenspezifische, 
potentielle Energie aufzu- 
stellen,damit man im An- 
schluß daran die Gleichung 
für die Isobarflächen be- 
kommen kann.-Da sich nur 
Druck- und Massenkräfte 
das Gleichgewicht halten,kann man sich auf die Ermittlung der resultie- 
renden,massenspezifischen äußeren Kraft(Feldkraft) bezüglich des rela- 
tiven Gleichgewichts beschränken(siehe Lösungskommentar auf S. 147): 


BILD 11-14 


=0; f, = ee/y' ; f,,=-g . I Anlehnung an 61. (5-11) folgt: 


de, =(de /Ix').ax' + (de /ay').ay' + (0e /dz').dz' 


2 
de, = -f,,.dx' -f 1.dy' -f_1.d2' ; de, = - (e@/y').dy' + g.dz' ; 
©. = - c“.iIn y! + 8.2! + const. 
Aus der Druckformel für inkompressible Flüssigkeiten erhält man 
nach G1.(6-1) : p/o + en = const : p/p - ce“ In y'rgza'=K. 


Um die Konstante K zu bestimmen,beachte man die Randbedingungen: 


y'=R, 5; 2!=0 ; p=p, : 
p 
=) - cc .1Iny' + g.2' ; 


— - c.m(yr/R)- 2 . 


für p= Po erhält man dann die Gleichung der Oberfläche : 
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e® 
z’ =—.,. In (y'/R,) : 
& 
Einige rechnerische Stützdaten: 
y'in m: 20 21 22 23 24 
zY» 725.50 0,1243 0,2429 0,3562 0,4646 


Jetzt sind die innere und äußere Wasserstandshöhen gesucht,Bild 11-15. 
Nachstehende Flächengleichheit: 


(R.+b) 
i ce y' 
b.h - b.h, =\ z'dy' =—|1In — .dy' 
i 
g R. 
R i 
<i 
führt zu h, ! Durch 
partielle Integration 
z ergibt sich: 
e® yy* 
h,=h - — (y'.In- - y') 
&.D R, 
0% > 


Y' zwischen den Grenzen 


R, und (R, +b). 


In Zahlen: 


Ym BILD 11-15 


h; = 2,7601 m O 


ji 
Sofort ergibt sich auch h, = h, + Zuax ” 2,7601+ 0,4646 
h, = 3,2247 m « 

Eine analoge Ermittlung von Y; ergibt Ru = 22m i 
b) Vzerader Kanal ' 
GL. (11-24): V- [87a = c.A = c.b.h =5.4.3; V = 60 m’/s i 

(A) 
c) VGFekrümnter Kanal ° (R, +b) 


Hier führt folgende Gleichung zum Ziel: V = c.(b.h, + \zr.ayı ) 
Ri 
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(R,+b) 
R o° : c® u R,+b 
V=c.(b.h, + ; In —.dy'-) = c.{b.h, +—. | (R,+b) .In—— -b 
i R. i i 5 
8 1 & 
| R, i 
Auch hier findet man V’= 6% m’/s. 


Damit ist die Kontinuitätsbedingung erfüllt. 


4.Beispiel 


Wasser wird durch einen elastischen Schlauch aus einem oben offenen 
Behälter abgesaugt.-Plötzlich soll mehr abgesaugt werden.-Wie ändert 
sich der Schlaucheintrittsquerschnitt,wenn bei dieser instationären 
Übergangsströmung der Austrittsquerschnitt durch einen festen Stutzen- 
anschluß konstant bleibt ? 


Lösung: 


Die Strömungscharakteristik lautet: instationär; inkompressibel; 


relativ kleiner Strömungsquer- 
schnitt;keine Dissipationen. 
Somit läßt sich G1. (11-35) verwenden: 


ee 
os ot 


Die Systemanordnung zeigt 

Bild 11-16. 

Wenn aus Gründen der Träg- 
heit und mangelnder sofortiger 


Kontrollraum Wassernachlieferung der Stron- 
zwischen (Du.@) sgradient 9V/ ds entsteht, 
wird aus der Substanz des Kon- 
trollraumes geschöpft.Die Kon- 
BILD 11-16 tinuitätsbedingung verlangt 
deshalb einen negativen Wert 
für 91/9 t ‚was bedeutet, 
daß der Eintrittsquerschnitt A momentan abnimmt! 


5.Beispiel 


In einer Rohrströmung konstanten Querschnitts kommt es zu einer in- 
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stationären Strömung. -Wie ist das zu erklären ? 


Lösung: 
Die Kontinuitätsgleichung wird vorsichtshalber in der allgemein 
gültigen Form nach G1.(11-34) für die relativ enge Stromrähre und 


instationäre Strömung notiert: 


£ (0.7) a = ER + Katze = 0 ; daraus folgt: 
os ot os E t 


alpc) 0p 

—De+1 _— 

os % 

Die lokale Dichteänderung und die konvektive Änderung der Massenstron- 


dichte (9 .c) sind nur möglich bei kompressiblen Fluiden mit Wärme- 
austausch,und damit liegt ein Problem der Gasdynamik ( Teil IV ) vor. 


11.3. Wirbelbewegung 
11.3.1. Wirbelvektor, Wirbellinie,Wirbelfläche ‚Wirbelschicht 


wirbelvektor 


Eine kleine Fluidmasse m dreht um eine Schwerachse AA.Materiel- 
le Punkte beschreiben Kreisbahnen, Bild 11-17.Die Umfangsgeschwindig- 
keit eines Punktes P berechnet sich bekann- 


i 
termaßen mit: 


r 


u=(Ü) x (11-40). 
m 

Man verstehe unter u die Umfangskomponen- 

te der Fahrzeugbewegung bei einem Festkörper 

oder,wie hier,die Umfangskomponente der Abso- 

lutbewegung eines Fluidteilchens. 

Wegen der Fluidität (vgl. Abschn. 1.2 ) besit- 

zen die Punkte eines Fluidteilchens verschiede- 

ne Winkelgeschwindigkeiten o (im all- 


gemeinsten Fall),ganz im Gegensatz zu einem ro- 
tierenden Festkörper.Trotzdem aber definiert man einen Wirbelvektor, 
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der die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Fluidmasse m um eine 
Schwerachse angibt. 

Den mathematischen Ausdruck für den Wirbelvektor bestimmt man fol- 
gendermaßen: 

Zunächst wird der kleine Fluidbereich auf die z,y-Ebene eines recht- 
winkligen Koordinatensystens projiziert,Bild 11-18.Dadurch erhält man 
die geschlossene Pro- 
jektionslinie K. 
Der Schwerpunkt der 
von ihr umschlosse- 
nen Fläche heißt S. 
Die translatorischen 
Geschwindigkeits- 
komponenten sind c 
und C, .Im Nach- 
barpunkt Aly+dy;z) 
trifft man unter der 
Annahme linearer 
differentieller Zu- 
nahmen folgende 


y z-Komponente der Ge- 
x BILD 11-18 schwindigkeit an: 


C = 
zA Z 
I dy |] 
Für den Nachbarpunkt B(y;z+dz) gilt analög,so daß seine y-Komponente 
lautet: 
de 


Ä __dz | 


Erinnert man sich der Tatsache,daß die Geschwindigkeit eines jeden 


Punktes sich in eine translatorische und in eine rotatorische Kompo- 
nente aufteilen läßt (Satz von König),so läßt sich beispielsweise 
die z-Komponente der Geschwindigkeit des Punktes A (Bild 11-18) 
folgendermaßen aufschlüsseln: 


de 
%y 


2.dy)= ce + oO, .dy 


Ca” ( co + 3 


hierbei bedeutet 
(11-41) 


die Winkelgeschwindigkeit des Punktes A um den Drehpunkt 3 .Ent- 
sprechenderweise kann man zur y-Komponente des Punktes B sagen: 


c 
( a: 2 .dy)e or +00, .dz ; legt man den Links- 


.c = 
yB 
y drehsinn als mathema- 


tisch positiv fest, 
dann ergibt sich für die Winkelgeschwindigkeit des Punktes B um SS: 


(11-41la). 


S und ©, sind Komponenten der Schwerpunktsgeschwindigkeit. 


Bildet man jetzt den arithmetischen Mittelwert der Winkelgeschwin- 
digkeiten der beiden untersuchten Nachbarpunkte A und B „dann er- 
gibt sich für eine im Schwerpunkt S stehende und zur x-Achse paral- 
lele Drehachse: 


(11-42) 


Unter OD, versteht man die x-Komponente des Wirbelvektors.Durch ei- 
ne zyklische Permutation,Bild 11-19, 
ergibt sich für die beiden anderen 
Komponenten der mittleren Winkel- 
geschwindigkeit: 


(11-422); 


BILD 11-19 


Den resultierenden Wirbelvektor 


(11-43) 


= DIR e 


kann man auch in Form einer symbolischen Determinanten anschrei- 
ben: 


Diese Determinante bedeutet aber das Vektorprodukt Vxe !- Es ist 
nun üblich geworden,dieses Vektorprodukt als den.Rotor der Geschwin- 
digkeit Te zu bezeichnen.Zwischen dem Wirbelvektor (physikalische 
Tatsache) und dem Rotor der Geschwindigkeit (mathematische Definition) 
besteht nun folgender Zusammenhang: 


(11-45). 


wirbellinie 


Die Einhüllende von Wirbelvektoren heißt Wirbellinie.Wie bei den 
a rn (vgl. Gl. 11-7) erhält man aus der Parallelbedingung: 
E37 | dr die beiden Differentialgleichungen der Wirbellinie,welche 
man in fortlaufender Form folgendermaßen angeben kann: 


(11-46). 


W (2,9,2,t) @,(x,y,2,%) @,(x2,3,2,t) 


Wirbelfläche 


Mehrere 0. zusammengenommen, bilden eine Wirbelfläche. Im 
Raum ( R? ) kann man zwei Familien von Wirbelflächen haben. 
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Wirbelschicht 


Zwei sehr benachbarte Wirbelflächen,die derselben Familie angehören, 
bilden zusammen eine Wirbelschicht .Wirbelschichten spielen oft die 
Rolle materieller Fluidgrenzen zwischen zwei verschiedenen Bereichen. 
Die sogenannten Diskontinuitätsflächen,die Grenzschichten und die 
Schmierschichten sind Beispiele für Wirbelschichten(s.S. 334). 


11.3.2. Wirbelrohr, Wirbelintensität, Zirkulation, Wirbelfaden 
Wirbelrohr 


Eine offene Fläche A im Wirbelbereich enthält eine doppelte Unend- 
lichkeit Punkte.Durch jeden Punkt verläuft eine Wirbellinie.Alle Wir- 
bellinien zusammen bilden ein Wirbel- 
rohr,Bild 11-20.Alle Wirbellinien,wel- 
che die geschlossene Kurve K kreu- 
zen,bilden zusammen eine das Wirbel- 
rohr begrenzende zylindrische Mantel- 
fläche (Wirbelfläche). 


wirbelintensität, Zirkulation 

Auf der Suche nach einer Beschreibungs- 
größe für die Wirbelintensität bietet 
sich der Wirbelstrom oder Wirbelfluxus 
BILD 11-20 an: 


DO. 5 
(A) 
Die Analogie zum Geschwindigkeitsfluxus (Volumenstron) ve mens 
liegt nahe. (A) 
Aus Gründen mathematischer Bequemlichkeit führt man als Wirbelinten- 
sität den doppelt so großen Wert ein: 


2 AN (11-47), 
(A) 


damit man später bei Verwendung des Rotors der Geschwindigkeit nicht 
immer den Faktor 1/2 mitschleppen mß. 


ER _ 
Bi ce .dA (11-48). 


(A) 
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Die Größe /' heißt Wirbelintensität (Intensität der Wirbelröhre). 
Die Berechnung des vorliegenden Integrals vereinfacht sich außeror- 
dentlich bei Verwendung der Integralformel von Stokes,wonach sich 
das Flächenintegral in ein Linienintegral umwandeln läßt: 


(11-49). 


— | — > 
Pe |üizer Tan = 63 . dr= boys 


t 
(A) (X) (K) 


Das Linienintegral längs der geschlossenen Kurve K (Bild 11-20), 
welche die Fläche A wumschließt,heißt die Zirkulation ii des Geschwin- 
digkeitsvektors © oder einfach die Zirkulation der Geschwindigkeit. 
Somit entpuppt sich die"Zirkulation"als ein mathematischer Ausdruck 
zur Beschreibung der physikalischen Größe'"Wirbelintensität! 

Man untersuche nun die Zirkulation 

für ein dickes Wirbelrohr bei den 
Querschnitten 1 und 2 ‚Bild 11-21. 

Sie werden als I, und 5 nach G1.11-49 
berechnet. 

Srmittelt man die Zirkulation längs 

der geschlossenen Linie ABCDA : 


an u (Te 


(BC) (DA) 


BILD 11-21 = 2 In. wm.dA 


(Aypena? 


und beachtet man,daß sich einmal die Linienintegrale längs BC und DC 
aufheben,da sie sehr dicht nebeneinander liegen,und daß zum anderen 
kein Fluxus durch die Mantelfläche des Stromrohrs vorhanden ist,dann 
vereinfacht sich die Lösungsgleichung zu: 


Meet, r [, = 4 


zumal das Skalarprodukt n.%& wegen der Parallelität der beiden 
Vektoren verschwindet.Daraus läßt sich aber ablesen: 


\=1; : 


DT 


Kontinuitätsbedingung für ein Wirbelrohr: 


In einem Wirbelrohr bleibt die Wirbelintensität,ausgedrückt 
durch die Zirkulation der Geschwindigkeit,konstant. 


Die unmittelbare Folgerung daraus ist,daß ein Wirbelrohr kein freies 
Ende in einem Fluidgebiet haben kann.Im anderen Fall müßte die Zir- 
kulation am Wirbelrohrende plötzlich null werden,was nach obiger Aus- 
sage unzulässig ist.-Aus diesem Grunde besitzen Wirbelröhren prinzi- 
pielle Gestalten,wie sie in Bild 11-22 angeführt sind. 


BILD 11-22 


Pos. a : Wirbelrohr mit einem festen Ende;das andere Ende ist unend- 
lich weit fort.Das Reflektionsprinzip kann sich auch als 
mathematisches Modell verstehen lassen,so daß man sich das 
wWirbelrohr durch den Festkörper hindurch verlängert vorstel- 
len möge. - Das Wirbelrohrende kann auch flüssig sein. 


Pos. b : Wirbelrohr mit zwei Enden. 
Pos. c : Wirbelring. 


Pos, d : Wirbelrohr,dessen beide Enden im Unendlichen liegen. 


Wirbelfaden 


Ist mit einer konstanten Verteilung des Wirbelvektors in den Quer- 
schnitten zu rechnen,dann spricht man von einem Wirbelfaden.Die Qer- 
schnitte sind dann als gerade Ebenen zu nehmen.Ein Wirbelfaden kann 
gerade oder krumm sein.Seine Intensität wird als doppelter Fluxus der 
Wirbel’ nach Gl. (11-47) angegeben und lautet einfach: x 


x 


3 m. CA (11-50). 


(A) 
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11.3.3. Wirbelkern, Potentialbewegung induzierte Geschwindigkeit, 


Potentialwirbel 


Wirbelkern 


Schneidet man ein Wirbel- 
rohr mit einer Werschnitts- 
ebene € ‚Bild 11-23,dann 
kann man klar zwei Fluidbe- 
reiche unterscheiden: Im 
Wirbelrohr gibt es eine 
dreifache Unendlichkeit von 
Wirbelvektoren,während aus- 
serhalb des Wirbelrohres kein 
wirbelvektor angetroffen 


wird. 

BILD 11-23 Der Querschnitt A in der 
Ebene wird Wirbelkern 
genannt. 


Potentialbewegung 

Warum der Außenbereich einer Potentialströmung zugeschrieben wird, 
soll nunmehr. erklärt werden. 

Unter der Potentialfunktion eines Geschwindigkeitsfeldes versteht man 
eine Funktion P(x,y,2) ‚also eine skalare Ortsfunktion,deren Weg- 
ableitung zur entsprechenden Geschwindigkeit führt. 

Der Bereich außerhalb des Wirbelrohres (Bild 11-23) könnte durch eine 
Potentialfunktion beschrieben werden,wenn nachweislich der Wirbelvek- 
tor verschwindet.Zu diesem Zweck bildet man: 


a 0: > 
Vxce =rotc = 


rot grad P =VxVP). 


= grad = v9; wenn das gilt,folgt: 2.0 


Entwickelt man die Rotordeterminante (vgl.Gl. 11-44 und 11-45 ) 


i J k 

ı 92 08 

rot grad$p= Vx (Vp) = ox Oy oz 
x 9%y %z 


nach der ersten Zeile : 
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rot grad =i. 2.37, a, + j. 9.28) .9.,.9P, 


’ 


oy %2 9 2y %z dx 9x 9, 


x. (97) .2.28)| ‚dann fällt sofort auf,daß 
Ox ® y 9% 9%% wegen Gleichheit der gemisch- 
ten Ableitungen die ecki- 
sen Klammern alle wegfallen,weshalb der Rotor der Geschwindigkeit ver- 
schwindet.Das entspricht wiederum dem Sachverhalt,daß der "Außenbe- 
reich" wirbelfrei ist. 
Aus dieser Betrachtung darf man den Schluß ziehen: Ein wirbelfreies 
Geschwindigkeitsfeld läßt sich durch eine Potentialfunktion beschrei- 
ben.Deshalb spricht man auch dann von einer Potentialbewegung.Es gilt 
in Zusammenfassung: 


F £ (x,y,2) 
rg 


grad (P = V p (11-51). 
rot grad nd 6) 


Induzierte Geschwindigkeit 


In Bild 11-24 ist nocheinmal der Wirbelkern einer Wirbelröhre gezeigt 
worden,mit der Ergänzung jedoch,daß der Wirbelschwerpunkt S einge- 


tragen ist.In ihm greift der mittlere Wirbelvektor Ds 1 ar an. 
Aca 
Infolge der in einer natürlichen Flüssigkeit immer vorhandenen Kohä- 
_ sionskräften wird das Wirbel- 


rohr,und damit besonders sei- 
ne Oberfläche,versuchen,den 
fluidischen Außenbereich in 
Drehrichtung mitzunehmen.Be- 
schränkt man sich auf die Ver- 
hältnisse um einen Wirbelfa- 
den,dann lautet nach Gl. (11- 
50) die Gesamtzirkulation, 

die in der Querschnittsebene 
vom Wirbelfaden ausgeht: 


U=:2. DI geh o 


r !  BILDN-24 Da wegen der äußeren Wirbel- 
freiheit keine weiteren Dreh- 
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effekte hinzukommen,kann die Zirkulation längs der geschlossenen 
Kurve K' (hier Kreisformn) nmur [’ heißen,wie es der Wirbelfaden 
diktiert,-Die im Außenbezirk hervorgerufene Geschwindigkeit heißt 
induzierte Geschwindigkeit cs; .Man berechnet sie mit G1. (11-49): 


= 2. ogA= 6. dr=c 


— 
ii. 2.% oT 
Dog 
een (11-52). 
2.Tır Kr 
(allgemein (Sonderfall: 
gültig) Stromfaden) 


Potentialwirbel 


Der bisher immer wieder erwähnte "Außenbereich" ist bekanntlich in 
sich wirbelfrei.Da aber die Geschwindigkeiten durch ein Wirbelrohr 
oder durch einen Wirbelfaden induziert werden,spricht man bei der 
Außenbewegung von Potentialwirbelbewegung.-Ein Punkt im Innenbereich 
dreht sich um 9 mit der 
Umfangsgeschwindigkeit 
—— — 

u = ww ‚ir ‚Bild 11-25. 
wie ein materieller Punkt 
eines Festkörpers,mit dem 
Unterschied aber,daß der 
lokale Wirbelvektor oo, 
eine Funktion der Koordina- 
ten ist.Jeder Punkt kann 
also eine Eigenrotation ha- 
ben. 

Die Punkte im Außenbereich 
bewegen sich ebenfalls um S, 


BILD 11-25 


aber mit der induzierten 
Geschwindigkeit c,.Man be- 
achte den Punkt P,_ ‚der auf der Kreiskontur K, liegt.Gleiches 
gilt für jede andere Kurve (z.B.: Kı ) auch. 

Da jeder Punkt pP, 
gibt es im Wirbelkern unendlich viele Einzelzirkulationen,wogegen 
im Außenbezirk nur eine Zirkulation : / ' wirksam ist. 


eine eigene Winkelgeschwindigkeit haben kann, 
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Entsteht eine Potentialbewegung durch Superposition einzelner Poten- 
tialbewegungen und wird dabei eine durch ein Wirbelrohr erzeugt,dann 
liegt eine Potentialbewegung mit Zirkulation vor. 


Bemerkungen 


In Bild 11-26 wird qualitativ der Geschwindigkeitsverlauf der Fluid- 
teilchen im Wirbelkern und in dem Außenbereich angedeutet. 


BILD 11-26 


Man kann den Geschwindigkeitsgesamtbereich in drei Zonen unterteilen: 


Zone 1 : Wie gezeigt,liegt im Wirbelkern eine zirkulationsbehaftete 
Strömung vor.Die Geschwindigkeit wächst gleichsinnig mit 
dem Radiüs an,wenn man g als Mittelwert versteht. 


Zone 2 : Hier erkennt man eine Potentialbewegung mit Zirkulation. 


Zone 3 : Wenn der Einfluß des Wirbelrohrs asymptotisch abklingt, 
wenn also die induzierte Geschwindigkeit sehr klein ist, 
dann hat man es mit einer Potentialbewegung ohne Zirkula- 
tion zu tun. 


Bei der Erzeugung der induzierten Geschwindigkeit ist die Rede von 
Kohäsionskräften gewesen.Solche molekularen Kräfte können sein: 
Massenanziehungskräfte, elektrostatische Coulonbsche Kräfte, Adhäsions- 
und Adsorptionskräfte u.a.Die Kohäsionskräfte sind nicht so groß,daß 
sie. Festkörpereigenschaften nach sich ziehen,sie sind aber auch nicht 
so klein,daß es zu Einzelbewegung fluidischer Massenpunkte kommt: 
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Ein Fluid stellt immer ein kontinuierliches Medium dar. 

Die Kohäsionskräfte sind von den Bewegungsumständen abhängig.Am 
stärksten ist die Kohäsion in der Kernwirbelbewegung;dort ist das 
Kräfteverhältnis RUF, in Betracht zu ziehen,wie es bei reellen 
Fluiden der Fall ist. 

Mittelstark ist die Kohäsion bei Potentialbewegungen mit Zirkulation. 
Das Verhältnis F,/F ist zwar vernachlässigbar,nicht aber die Aus- 
wirkungen der Kohäsion: Man beachte die induzierte Geschwindigkeit, 
zu der es ohne materielle Teilchenkopplung nicht käme.-Man spricht 
von quasi-vollkommenen Fluiden,weil sie in der Lage sind,eine Zirku- 
lation weiterzuleiten. 

Am schwächsten ist die Kohäsion bei den Potentialbewegungen ohne Zir- 
kulation.Man spricht von vollkommenen Fluiden;sie sind nicht fähig, 
eine Zirkulation zu behalten.Auch hier ist die Kohäsion nicht null, 
denn das Fluid ist ein kontinuierliches Medium geblieben. 


11.3.4. Beispiele 
l1.Beispiel 
Es wird das 4.Beispiel von Abschn. 9.4 (Seite 146) wieder aufgegrif- 


fen.Bei dem rotierenden Becher ist die Fahrzeugwinkelgeschwindig- 
keit mit On = 10 rad/s gegeben.-Man suchenun in diesem Zusammenhang: 


— 
a) den Wirbelvektor ww; (x,y,z),Bild 11-27; d=2.R=0,5m7r 
b) das Wirbelrohr und seine Gesamtzirkulation [ ; 
c) den Volumenstrom durch eine Meridianebene. 


Lösungen: 


—r 
a) @,(x,y,2) : 


Da es bei der vorliegenden Kernwirbelbewegung keine Relativbewegung 
gibt,ist nur die Absolutbewegung zu untersuchen.-Die Absolutgeschwin- 
digkeit eines beliebigen materiellen Punktes P,(r,z) ist 


— 


u=-o,ın 


1.Lösungsverfahren 
Der lokale absolute Wirbelvektor ist | 
—— 1 m 1 _—— 
oO, = — ,„rot u,= —.VYxu 
2 2 
Es mag hier an die Formel des doppelten Vektorprodukts erinnert wer- 
den: 
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4 
0 
s 
z 
’ 
9 
0 
0 
7 
2 
/ 


BILD 11-27 


ax (Dxc) = (a Be d. De .Angewendet auf die obige Glei- 
chung, folgt: 


— — m — —ı> > * 
V”x (O5 x r, ) = (Vır,). _ - (V. Der, ;s hierbei ist 


_—— _— 9x oy 
V ‚r, =divr, =V.(i.x+ j.y) =—+—=2; 
x 9y 


>> m — 
(V.r,). Or 2.0, - 
— um —> —n 
Da CD „= konst ish, folst : VY.@O,„ = div®,„ = 0 ‚Schließlich 


1 
—i> —im —i 
a ea u=0, i 


Der lokale absolute Wirbelvektor ist also konstant und gleich der 
Fahrzeugwinkelgeschwindigkeit. 


2.Lösungsverfahren. 


[4 


—um N fine | R 
In 0, = 0,5. V x(O, x r,) gilt auch: OO, = = O und 55 K.@@n; 


somit folgt für das Vektorprodukt: 
i 3 xK 


=1.(- 1:05) + 58.0) =@pe(-1.y + 3.2) 


—n.. 000. 


O,rir = 0) (6) On 


ıy 2 


DON £ 


Weiterhin ist: 


es 1 i Jj k 
o, = —, 8 © 2|= x Ar ; g.8.d. 
2 °x Oy 9 


3.Lösungsverfahren 


Die Zirkulation längs einer Kreisbahn vom Radius r, (Bild 11-27, 
Pos. a) lautet: 


2 
i 


r,) = 2, Tır,. u, = 2.7. Oper 


2 


[(r,=0) =0 und [” (v,=R) = 2,7. DR .Differenziert man 


nun /" (r,) nach dem Radius,so folgt: 


- 


alfr.,)= 4.mM Operz-Ar,. 


Nach dem Satz von Stokes gilt für den elementaren Wirbelfluxus 


= vo = rad Bea — 
alle,)= rot uU,.2.7 .r,.ädr, = 2, DD; 2. ‚r,.dr, = 4.57% co ,.r,.Ar, ; 


Aus der Gleichheit der beiden differentiellen Zirkulationen ergibt 
sich: DI; = Cr _  q.e.d. 


b) Wirbelrohr unda[': 


Die gesamte Fluidmasse im zylindrischen Behälter bildet einen Wir- 
belfaden in der Absolutbewegung.Die Mantelfläche des Wirbelfadens 

ist gleich der Innenwand des Zylinders.Die untere Grenze des Wirbel- 
fadens gibt der Zylinderboden ab,seine obere Grenze stellt die parabo- 
lische Fluidgrenze dar.- 

Für die Zirkulation in einem Wirbelfaden folgt einfach nach Gl. (11-50): 


= 
ie ER 


n=210,7.0,85° 4 [= 3,927 m/s . 


eo 
ce) V: 
Es ist der Volumenstrom gesucht,der in der Fläche OABCO anfällt. 
(Bild 11-27,Pos. b): 


R R 
+ — —- 
V \ n.u,.dA nenn = (apr.2.00 .„ Als Funktion z = f(r) setze 
man die Ergebnisgleichung 
(A) 0 0 für z' auf Seite 150 ein: 
R 


‚=0n | r.( 0,641 - 5,096.7°).dr =@y.( 0,3205.R° + 1,274.R*); 

L_ BEER EEE SEEN EN EEEER | 
0 

in Zahlen: V = 10.(0,3205.0,25° + 1,274.0,25*) = 0,25 m’/s. 


Bemerkungen: 


Der Meridianschnitt OABCO ist keinQuerschnitt eines Wirbelrohres, 
weil alle Wirbelvektoren parallel zur Drehachse Oz sind.Damit ste- 
hen sie alle senkrecht zu den Flächennormalen der Meridianebenen, 
weshalb es zu keinem Wirbelfluxus kommen kann.-Folgerung: Im vorlie- 
genden Beispiel sind alle Meridianebenen wirbelfrei. 
Allgemein gilt danach: 
Ein Strömungsbereich ist wirbelbehaftet,wenn die Zirkulation 
längs einer geschlossenen Linie nicht verschwindet. 
Ein Strömungsbereich ist wirbelfrei,wenn die Zirkulation auf 
allen erdenklichen,geschlossenen Xurven null ist.Die Nachprü- 
fung dieser Bedingung ist kompliziert. 


2.Beispiel 
Man weise nach,daß die Eckenströmung nach Beispiel 2,Abschn. 11.2.5, 
Seite 205 ,wirbelfrei ist. 


Lösung: 
Man untersuche die Strömungszone zwischen zwei Stromlinien.Da feste 
Wände als Stromlinien aufgefaßt werden dürfen,konzentriert sich die 
Überprüfung auf das Geschehen zwischen der festen Berandung und ei- 
ner Stromlinie,Bild 11-28. 
Man bilde nun das Linienintegral der Zirkulation längs des Kurven- 
zuges OABCO ‚wobei man auf die G1.(11-49) zurückgreift: 

l 1 Ö 6) 


4 c,.ds - | c„.dx +) ET + | „dx + | oy-as . 
I 


(X) Ö 0) 1 
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Die Geschwindigkeiten zeigen folgen- 
de Abhängigkeit: 


Damit folgt für die Zirkulationsbe- 

rechnung: 
1 1 0 ) 

) ss 
BILD 11-28 [= K. x.dı - x.|y.ay + x.(x.ax - K.fy.ay 
0 0 1 1 
K K K K 
ende ee dee id 2 
= 0) 2 2 2 Zu 


Damit ist auf relativ einfache Art der Nachweis gelungen,daß die 
Eckenströmung von Beispiel 2,Abschn. 11.2.5,wirbelfrei ist,obwohl 
nur eine geschlossenen Kurve untersucht worden ist. 

Mit der festen Wand und einer beliebigen Stromlinie ist nämlich der 
gesamte Eckenbereich erfaßt. 


12. DIE BEWEGUNG DER VOLLKOMMENEN FLUIDE 


12.1. Bewegungsgleichungen 


Ist der Zähigkeitseinfluß zu vernachlässigen,dann spielen nur die drei 
Kraftarten: äußere Massenkräfte F,, 
Trägheitskräfte F_ 
Druckkräfte F, 
eine Rolle.Nach Abschn. 4 liegt dann der zweite Arbeitsbereich vor: 
Mechanik der vollkommenen Fluide;hier besonders die 
Kinetik der vollkommenen Fluide (s.Abschn. 11.1.1). 
Die Kräfte werden mittels der 61. (4-1), (4-2) und (4-4) berechnet. 
Kontrollgebiet ist entweder das Volu- 
men (V) oder die geschlossene Fläche 
(A),Bild 12-1. 
Im Sinne des d'Alembertschen Prinzips 
(61.8-7, Seite 118) halten sich die 
drei Kräfte F,,F,_ 


und F das dyna- 
mische Gleichgewicht.-Übrigens können 


BILD 2-1 sich drei Kräfte nur dann das Gleich- 
gewicht halten,wenn sich ihre Wirkungs- 
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linien in einem Punkte schneiden und wenn das Krafteck sich schließt, 
Bs gilt demnach: 


Die Druckkraft ist als Stützreaktion zu betrachten;Stützreaktionen 
nennt man in der Festkörpermechanik auch quasi-äußere Kräfte. 
Unter Einsatz der angeführten Berechnungsgleichungen kommt jetzt : 


age a de 
(Fo. _ Hir.aa 5 En, dVi = 0. 
(V) (A) (V 


Nach der ersten Integralformel von Gauß,61.(5-4),kann man eine Ober- 
flächenintegral in ein Volumenintegral umwandeln.Danach folgt: 


\e a en + \Vn.0V = 82 ga. 


a (v) (v) 


In der Umgebung eines materiellen Punktes gilt wegen 


m A fl 


—- = ]1imn ——— 


av Wo ıAy 


(12-1). 


Dies ist die vektorielle Schreibweise der Bewegungsgleichungen. Ihre 
einfache Form verbirgt die mathematischen Schwierigkeiten,was ihre 
Integration anbetrifft.-Die hier nicht ausgeschriebenen Komponenten- 
gleichungen kennt man unter dem Namen: Eulersche Bewegungsgleichungen. 


12.2. Bernoulli- und Energieformel 


12.2.1. Theorie 
Formel von Bernoulli 


Um die Bewegungsgleichung integrieren zu können,projiziert man in 
einem Sonderfall zuerst alle Kraftvektoren auf die Tangente einer 


Stromlinie: 


Wenn man die Aussage der Gl. (11-14) ‚Seite 191,hier mit verwertet, 
und für die Kraftkomponente f_ ein Kräfte- 


potential zuläßt,wie es eigentlich die Er- 
kenntnisse aus der Fluidstatik nahelegen, 


dann erhält man: 


In vielen Fällen der technischen Anwen- 
dungen kann man das Vektorfeld einer äus- 
seren (Massen-) Kraft durch ein Kräftepo- 


BILD 12-2 
tential beschreiben helfen. 


das ist ein Kurvenelement zwischen zwei 
Punkten einer Stromlinie,Bild 12-2.Das Linienintegral obiger Kräfte- 
bilanz führt zu einer Arbeits- bzw. Energiebilanz: 
Pr de 1 op de, 


——— ds + CC. .ds +1—. sd =. — .ds . 
9% d S 


%s ° 9s 
ie 1:2 


1.2 1.2 


Da für die Tangente der Stromlinie gilt,daß jedes Differential der 
dem totalen Differential d( ) entspricht, 


Form Sy ) ‚ds = al ) 
kann man weiterschreiben: 


Os 
de . [ap 
—— .ds +|c.dce + \— =-- de, s 
%+ © 
1,2 1.2 1.2 342 


‚was für inkompres- 


Für den Fall konstanter Dichte D(x,y,z) = const 
sible Fluide zutrifft,ergibt sich nach teilweiser Integration 


(12-3). 


Qe 


—— .dS +— + — +e 


en 
12 
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Es handelt sich hier um die berühmte Formel von Daniel Bernoulli 
(Hydrodynamica,Straßburg 1738). 

Für stationäre Strömungen verschwindet der Term ((d./3 t).ds , 
so daß sich G1. (12-3) vereinfacht zu: 


=—+-—+ e_= Konst| (12-4). 


5 “Tre.2) 


Multipliziert man alle Glieder einer Gleichungsseite mit der Masse m, 
so erhält man eine anschauliche Deutung der einzelnen Ausdrücke: 


(12-5). 


Die Totalenergie längs einer Stromlinie bleibt konstant und setzt 
sich allgemein drei Energieerscheinungsformen zusammen: aus der Druck- 


energie,der kinetischen Energie und der potentiellen Energie. 
Für das Erdschwerefeld läßt sich nach G1.(6-2) die potentielle Ener- 


gie in ihrer massenspezifischen Form angeben zu: en = g.z + const. 


Deshalb lautet die Formel von Bernoulli auch: 


2 
Bar. 265 pe 
= + ——+ 8.2, == +—+ g.2 = konst (12-6). 
2 22 
Die Energiekonstante E*/m = konst ist bei der Potentialbewegung 
(Abschn. 11.3.3) überall gleich im wirbelfreien Gebiet. 


Energieformel (erweiterte Bernoulli-Formel) 


Die Bernoulli-Formel ist durch einen Sonderfall beim Integrieren ge- 
wonnen worden.Beschränkt man sich beim Integrieren nicht bloß auf ei-. 
ne Stromlinie,sondern gibt man einen beliebigen Integrationsweg vor, 
so gelangt man zur allgemeinen Energieformel, 

In der Bewegungsgleichung (Gl. 12-1) erfährt die Absolutbeschleuni- 
gung de/at eine umfangreiche Umformung. 

Man weiß aus obiger Ableitung,daß die kinetisfche Energie in ihrer mas- 
senspezifischen Form 2/2 in der Schlußgleichung von Bedeutung 
sein wird.-Man bilde deshalb als Vorübung die partielle Ableitung der 


kinetischen Energie 0,5.( ce“ + e< +05 ) nach der Komponentenrich- 


y 
tung x: 


Analoges gilt für die y- und z-Komponenten. 

Man erweitert nun die Beschleunigungskomponenten in G1.(11-13) um 
solche Glieder,daß in jeder Komponente die partielle Ableitung der 
kinetischen Energie vorliegt.Das Einfügen von jeweils zwei positiven 
Ergänzungsausdrücken muß natürlich sofort wieder rückgängig gemacht 
werden,indem man die addierten Glieder anschließend wieder subtra- 
hiert.Das Ergebnis dieser Manipulation sieht folgendermaßen aus: 


> meet zurare e——-t+tC_e +Cc en -C ser il © Va 


ot eo 9 de datt 


Die einzelnen Glieder werden nun folgendermaßen zusammengestellt: 


%, cd, 


Mes ma). (12-7) 
= on 


Vergleicht man jetzt obige Gruppierungen mit dem Wirbelvektor nach 
G1.(11-44),so folgt unter Berücksichtigung der oben erwähnten parti- 
ellen Ableitung der massenspezifischen,kinetischen Energie: 


dc c 2 
x x fi c 
dt t x 
2 
dc c c 
ae SR 5 = 
a, = = — 3 + OD, ka .C„. x .Jj 
dt %t °y 
dc, oe, P c 
a — —_ + — Il — + 2.C (Cd Kor) 2.C .Cc9 -K 
2 y x. X y 
dt 9 % 2 


Diese drei Komponentengleichungen faßt man zu einem Vektor zusammen: 


— u 2 

dc Q%€ c —— —— 

—- — + grad(l—) + 2.C9 xc (12-8). 
2 


dt 9% 


Diese Gleichung ersetzt in G1. (12-1) die Absolutbeschleunigung.Beach- 
tet man die bekannte Beziehung ?=- Ve, ‚so erhält man: 


a 2 
— + V(—) + 2.Wıxıc +— = -Ve i 
19 € 3 E 
Das ist die umgeformte Kräftebilanzgleichung nach G1. (12-1).Sie eig- 
net sich nach skalarer Multiplikation mit dem beliebigen Wegelement 
a R 
dr dazu,durch Lösung der Linienintegrale die Energieformel in ihrer 


allgemeinsten Form zu beschaffen: 


I” c® BERN dp 
era: od rei a zelde 


dt e 


1.2. 1.2 1.2 1.2 1,2 


vo 
ie) 
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Im Sonderfall inkompressibler Fluide bei Schwereeinfluß erhält man 


mit: 
dp 2,7 
en und e = g.2 + const aus G1.(12-9): 


? 9 - 


(12-10). 


Eine Gegenüberstellung der allgemeinen Bernoulli-Formel (etwa G1.12-3) 
und der allgemeinen Energieformel (etwa G1.12-10) zeigt auf,daß in 
beiden massenbezogene Znergieerscheinungsformen vorkommen und kineti- 
sche Energie,Druckenergie und potentielle Energie der Lage heißen. 
Außerdem ist beiden gemeinsam ein Term,welcher auf die Beschleuni- 
gungs-oder Verzögerungsarbeit hinweist: 


Fe I —_ 


— .:ds und _—— . dr R 
d+ 


It 
1.2 1.2 


Die Bernoulli- und die Energieformel unterscheiden sich also nur in 


dem Ausdruck et en . a 
2. |\CoOx c ..dr , der Wirbelarbeit genannt wird.Das ist 


1.2 die mechanische Arbeit der Kräfte,die 
von Wirbeln verursacht worden ist. 

Die Wirbelarbeit spielt die Hauptrolle beim Exergieaustausch in Strö- 
mungsmaschinen zwischen dem Fluid einerseits und der Maschine anderer- 
seits.-Der Unterschied der beiden Formeln kann also darin gesehen wer- 
den,daß die Bernoulli-Formel nur das Wechselspiel von Beschleunigungs- 
bzw. Verzögerungsarbeit,kinetischer Energie,Druckenergie und poten- 
tiellerEnergie der Lage beschreibt,wobei zwischen zwei Stromlinienpunkten 
die Gesamtenergie konstant bleibt;die Energieformel gibt darüber hinaus 
auch noch Auskunft über den Exergieaustausch bzw. Austausch mechani- 
scher Arbeit. 

Kurze Diskussion über die Wirbelarbeit (Beispiel siehe besonders 
Abschn.19 ): 


= —_—- u > 
Der Integrand der Wirbelarbeit (Gl1.12-10) heißt OO xc .dr '-Die 
geometrische Interpretation führt zu einem Quadervolumen,Bild 12-3, 


IS xcl-lwl-lelsin & 


— > » 
IW xc-dr I=Jwl-Icl-sina -cosß 


Immer wenn das Quader- 
volumen nicht verschwin- 
det,kommt es zum Exergie- 
austausch zwischen Fluid 
und Turbomaschine.Das 
Quadervolumen und damit 
auch die ausgetauschte 
Arbeit wird ein Maximun, 
wenn die drei Vektoren 
senkrecht aufeinander- 
stehen: le |lar I- 


Max. Volumen 
} beiad=90° Diese Bedingung ist bei 


undß = 0° der Auslegung von Strö- 
BILD 12-3 mungsmaschinen besonders 
zu beachten. 
Es gibt nun sieben Fälle, 


bei denen das Quadervolumen null ist,weshalb dann auch kein Exergie- 


austausch stattfindet; 


1%.) 
2.) 
3.) 


4.) 


5.) 


6.) 


1.) 


dr = 0 
= =0 
_— 

Vo = 0 


12.2.2. Beispiele 


1.Beispiel 


es wird momentan nicht integriert; 
keine Bewegung,also Ruhezustand; 
Wirbelfreiheit oder Fotentialbewegung; 


Integration längs einer Stromlinie; es liegt 
der Sonderfall der Bernoulli-Formel vor; 


Integration längs einer Wirbellinie; 


Schraubenbewegung (auch helikoidale Bewegung 
genannt); 


Schraubenbewegung,aber die Integration er- 
folgt hier längs einer Wirbellinie,die so- 
gar identisch ist mit der Stromlinie. 


Aus einem oben offenen Behälter fließt Wasser durch eine kleine Öff- 
nung aus,Bild 12-4.-Man ermittle die anfängliche Austrittsgeschwindig- 
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keit, Bild 12-4.-Als Angaben kennt man: Al> A, = 5 em; h=151; 
A =1Im. 

Lösung: 

Bei den nun folgenden Beispielen ist es angebracht,die sogenannte 
Strömungscharakteristik festzustellen,damit man die geeignete Ge- 
stalt der Bernoulli- und der Energieformel schnell im Zugriff hat. 
Unter der Strömungscharakteristik verstehe man die Abklärung der 
Fragen nach : der Inkompressibilität oder Kompressibilität,der 
Stationarität oder Instationarität,der Reibungsfreiheit oder Dissi- 
pationsanfälligkeit und schließlich des Energieaustausches,genauer 
gesagt : des Exergie- bzw. Arbeitsaustausches. 

Für das vorliegende Beispiel kann 
man folgende Charakteristik fest- 
stellen: 

Anfangs quasi-stationär,weil nur 
die Anfahrphase gemeint ist und 
> A, gilt;inkompressibel; 
reibungsfrei;ohne Arbeitsaustausch! 
Damit bietet sich die Bernoulli- 
Formel in G1. (12-6) an. 

Man wähle eine Stromlinie aus und 


gebe auf ihr zwei Punkte an, 
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die in Kontrollebenen liegen,wofür 

möglichst viele Daten bekannt sind, 
Das sind hier die freie Oberfläche und der Austrittsquerschnitt.Aus- 
serdem ist eine Reverenzebene für die z-Koordinaten zu wählen ..Häufig 
eignet sich der Flächenschwerpunkt des am tiefsten liegenden Strö- 
mungsquerschnitts.-Die diesbezügliche Bernoulli-Formel lautet also: 


ER BD % 
— ++ 82, = ++ 8.2, : 
2 2 
Nunmehr ist diese Gleichung über die Datenbeschaffung an das Beispiel 
anzupassen: pP) m =p, ; 27h; ,=0 ;0 >= (Ay/A]).c9, : 
Die Datenverwertung ergibt: (61. 11-20) 


2.8.h 2.9,81.1,5 


s c, = 5,425 m/s. 


> I 
1 - (A,/A,) 1 - (5.10”'/1) 
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Bemerkungen: 


Der sogenannte Einschnürungsfaktor oder Einschnürungskoeffizient 
1 - (A,/A,)” ist hier mit 1,0000001 vernachlässigbar,so daß 
sich die Ausflußgeschwindigkeit einfach berechnen läßt mit 


Das ist aber die berühmte Formel von Torricelli,dem bekanntesten 
Schüler von Galileo Galilei.Galilei selbst hat eine formal identische 
Gleichung für den freien Fall ohne Vorgeschwindigkeit gefunden. 
G1.(12-11) hätte sich ergeben,wenn man die Absinkgeschwindigkeit ©] 
vernachlässigt hätte. 


2.Beispiel 


Ein mit Gas gefüllter geschlossener Behälter steht unter dem absolu- 
ten Druck pP] = a 02 bar bei einer Gasdichte 
vn O=1 kg/m? ‚Bild 12-5.Der Atmosphären- 
aruck beträgt Pu, "mr * 1,015 bar. 

Man ermittle die anfängliche ,quasi-stationäre 
Austrittsgeschwindigkeit ey. 


zogune: 

Der statische Austrittsdruck p, ist deshalb 
gleich dem Atmosphärendruck,weil in einem Frei- 
strahl der statische Druck nicht größer oder 
kleiner als der Umgebungsdruck sein kann,denn 
sonst würde der Strahl zerstieben oder gewellt werden. 


BILD 12-5 


Charakteristik: quasi-stationär;inkompressibel wegen sehr geringen 
Druckunterschieds;reibungsfrei;ohne Arbeitsaustausch; 
horizontal,weil der geringe Gassäuleneinfluß 9.8.2] 
vernachlässiebar ist; c ist ebenfalls zu vernachlässigen. 

Somit eignet sich 61. (12-6): 


Setzt man die charakteristischen Daten ein und berücksichtigt man da- 
rüberhinaus,daß die Vorgeschwindigkeit sehr klein ist,dann bleibt eine 
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Beziehung übrig: 


(12-12) , 


— 


1,02 - 1,015 


10° ; 0, = 31,62 m/s. 


1 


3.Beispiel 


In einem Behälter lastet nun ein Gaspolster auf einer Flüssigkeits- 
schicht, Bild 12-6. Auch hier soll die Austrittsgeschwindigkeit ermit- 
telt werden,aber nur in der Startphase, 
damit quasi-stationär gerechnet werden 
kann. -Angaben: Po_= P, 1,015 bar; 
© = 1000 kg/m 2 e=0 3; pP, = 1,02 
bar; 2, = 0; 2] = h=1,5 m. 
Charakteristik: quasi-stationär;inkon- 
pressibel;reibungsfrei; 
ohne Arbeitsaustausch. 
Somit folgt aus Gl. (12-6): 


BILD 12-6 


wenn erwartungsgemäß auf den Gassäulen- 
einfluß 9.8. zZ verzichtet wird,und zwar bei der Angabe des Abso- 
lutdruckes in der Ebene 1 (genauer gesagt im Punkt 1 der herausgegrif- 
fenen Stromröhre).-Mit Zahlenwerten: 


| 1000 m — — 
4.Beispiel 


Aus einem großen Wasserbehälter tritt einmal durch drei verschiedene 
Öffnungen bei ebener Seitenwand und einmal aus dem Boden des Behäl- 
ters ein Volumenstrom aus. 

a) Man ermittle den Volumenstrom für den Fall nach Bild 12-7,Pos. a; 


Angaben: X = 309, h, =1,55 nn; h,=-2,5 nn; B=5nm s 


1 2 
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b) ebenfalls den Volumenstrom bei vertikaler Seitenwand (0 = 90°) 
und sonst gleichen Angaben wie unter a); 

c) desgleichen ist der Volumenstrom zu ermitteln,nun aber für eine 
Bodenöffnung nach Bild 12-7,Pos. b.-Angaben: h=5 m; L=4 m; 

d) die Volumenstromberechnung ist jetzt für eine dreieckige vertika- 
le Seitenwandöffnung nach Bild 12-7,Pos. c,zu bestimmen,und zwar 
mit den entsprechenden Angaben aus Punkt a); 

e) kehrt man die Dreiecksfläche in der Seitenwand um,so daß also die 
große Kathete des rechtwinkligen Dreiecks unten liegt (Bild 12-7, 
Pos. d),dann wolle man auch hierfür zu Vergleichszwecken mit d) 
den Volumenstrom berechnen. 


Lösungen: 


6 
a) V,: 
Die wahre Größe der Seitenwandöffnung erhält man dadurch,daß man die 
Seitenwand um 90° in die Bildebene hineindreht; Ebene Oxy .- 
Charakteristik: stationär wegen der relativ großen Oberfläche;diese 
Aussage gilt exakt,wenn durch Zufluß die Spiegelhöhe 
gehalten wird; 


inkompressibel; reibungsfrei; ohne Arbeitsaustausch. 
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Für einen relativ großen Strömungsquerschnitt wird die Volumenstron- 
berechnung nach G1. (11-24) vorgenomnen: 


‚= Era ‚worin man ersetzt: c=c,= \2.g.h nach Gl. (12-11) , 


(A) und das Flächenelement heißt dA = B.ady.Da die Austritts- 
geschwindigkeit senkrecht auf dem Flächenelement steht, 
folgt: 
h = N 
U} 2 Ah B. 2.8 2 6) 5 
V=|\c.dA= | \2.g-h B.% Sale \ h’“.dh 5 


2 (12-14). 


In Zahlen: 


RER 
s 2 53. \2.9,81 3/2 3/2 . 
Vz. — st 2,5 - 1,5 ) ’ Var 37,486 m/s ° 
3 0,5 Eee 
b) Vv. : 


a 


Bei vertikaler Seitenwand ändert sich nur der sinX&X-Wert von 0,5 
in sin 90° = l,wodurch sich der Volumenstrom gerade halbiert: 


v, = 18,143 m’/s . 


c) v„: 
Für diesen Fall gilt 61.(12-14) nicht mehr,da wegen 5in 0° = O0 der 
Volumenstrom den Wert unendlich annehmen würde,was unzulässig ist. 


Die korrekte Berechnung lautet: 


o _ ® 
V = | 0.04 =c.A=12.eh .B.L ; in Zahlen: V =\2.9,81.5 3.4 5 


(A) v, = 118,854 m’/s . 


Das Stromrohr entartete hier zu einem Stromfaden,weil die Geschwindig- 
keit als konstant über den Ausflußquerschnitt angenommen werden durf- 
te. 


L) 
d) V; : 


Das Volumenstromelement berechnet sich nach Bild 12-7,Pos. c,folgen- 
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dermaßen: av = l2.g.h . b.dh. ; bevor der Integralansatz gemacht 
wird,möge zuerst b = f (h) ermittelt werden!-Die Linearfunktion lau- 
tet allgemein: 


b = K,.h + K, .-Für b=0 gilth 
folgt: K, = - B/(h, - h,) und K, 
für die gesuchte Linearverteilung: 


h,; bei h = h, ist p=B ‚Daraus 
B.h,/(h, - h,).Somit ergibt sich 


-h ) ; der Ansatz heißt nun: 


2 
IE. Aue RER h h 
R B B.12.8 2 3/2 
V | 2.g.h . .(h, u h).äh = .(h,. h.dh- h .dh) ; 
i h,-h h,-h, hı 4 
l 
3/2 3/2 5/2 5/2 
. 2.B. Vo.g hh - 4 no = 
V= ern > ee: - — ) . In Zahlen: 
| h5,= h 3 5 | 
— 3/2 3/2 5/2 5/2 
a Lee 2.9,81 249: Zar 2,5 2,5 = 1,5 
V= (2,5: => ) ’ 
2,5 -1,5 3 5 
V, zZ 8,978 m’/s . 
Bemerkung: 


Obwohl die Dreiecksfläche genau halb so groß ist wie unter b),beträgt 
Jetzt der Volumenstrom weniger als die Hälfte,weil im Bereich grös- 
serer Geschwindigkeit weniger Austrittsfläche zur Verfügung steht,was 
eben für die untere Dreieckszone gilt. 


e) Vz . 


Liegt die große Kathete des rechtwinkligen Seitenwandausschnitts un- 
ten,wie aus Bild 12-7,Pos. d,hervorgeht,so ändern sich die Randbeding- 
ungen für die Linearfunktion b=f(h) in b=Obeih= h. und b=B 
bei h = h,.Daraus folgt: 


B 
b= .(h - h,).-Jetzt lautet der Ansatz erneut: 


| ati Ä 
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h 
2 
. B 
V zen. Sr alhe h,).dh ;s das Ergebnis lautet nun: 
h_-h 
h- 21 
5/2 5/2 3/2 3/2 
. ae ae Beh, 
Vs, m - De) s in Zahlen: 
Bemerkung: 


Nun gilt > V, '-Außerden ist 2.71,> V, ! -Der relative grös- 
sere Flächenanteil bei größerer Austrittsgeschwindigkeit im Falle 
e) erklärt die Überraschung beim Vergleich der Volumenströme V.. 
und Na . 


5.Beispiel 


In Bild 12-8,Pos. a,ist noch einmal die Ausflußsituation aus einem 
großen Behälter gezeigt.Verschiebt man nun die linke Seitenwand weit 


«4 
As, 
| 
oO 
h2(=ho) 


= N 


RAR KK N SE TTEITLTTITTSTEZERE 
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‘ 


weg und läßt gleichzeitig die Tiefe h,—0 gehen,dann liegt eine 
Abflußsituation vor,wie sie Bild 12-8,Pos. b,verdeutlicht: Überfall- 
wehr-Strömung.-Man ermittle eine Näherungsgleichung für den Volumen- 
strom im reibungsfreien Fall. 


Lösung: 


Die G1.(12-14) vereinfacht sich mit sinA= sin 90° = 1 und h, = 0 zu: 


An Stelle von h, wird nun h, geschrieben. 


Bemerkung: 


Der Strömingsquerschnitt ist mit A= B.h, angegeben. -Die Näherungen 
liegen darin,daß man den Geschwindigkeitsvektor als senkrecht auf A 
stehend annahm.Weiterhin ist G1.(12-14) unter der Voraussetzung abge- 
leitet worden,daß die Vorgeschwindigkeit ce] vernachlässigt werden 
darf.Hier bedeutet dies,daß die Zuströmgeschwindigkeit weit vor dem 
Wehr (Bild 12-8,Pos. b) unberücksichtigt bleibt. 


6.Beispiel 

Sollte der Strömungsauerschnitt am Überfallwehr die Form eines recht- 
winkligen und gleichschenkligen Dreiecks annehmen,dann ändert sich 
natürlich der Koeffizient in G1.(12-15).-Man ermittle wiederum eine 


Näherungsformel für den Volumen- 
strom, Bild 12-9 : 


Lösung: 
ar h 


0 ) 


Die Integration bringst ein: 
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N 8 
V= 


> . 8 
he. 2.8.N, =— ‚A, 2.8.N, . 
15 | - .d5 | 


zen 

Ein zylindrischer Wasserbehälter dreht sich um seine vertikale Achse 
nit der Winkelgeschwindigkeit On 
ne Bodenöffnung von d = 0,06 m fließt Wasser aus.Im Ruhezustand be- 
trägt die Füllstandshöhe 2 0,38 m.Der Innendurchnmesser des Behäl- 

ters beträgt D = 0,5 m (s.Beispiel 4 in Abschn. 9.4,9.146).-Man er- 

mittle: 


(12-15). 


h, 0 
V =( c.b.dh = Here .2.(h-h).dh 


= 10 rad/s,‚Bild 12-10.Durch die klei- 


’ 


=992 = 


a) den relativen Volu- 
menstrom zu Beginn 
des Ausfließens; 

b) ebenso den absoluten 
Volumenstron; 

ce) zum Vergleich den 
Volumenstrom bei mu- 
hendem Behälter. 


Lösungen: 
a) V.: : 
w(r‘) j . 
BILD12-10 Bei rotierendem Behälter 


befindet sich die Flüs- 

siskeit im relativen Ru- 
hezustand,d.h.: das Fluid ist gegenüber dem bewegten Fahrzeug in Ruhe. 
Es gilt: w(x',y',z')=0 . - Das Volumenstromdifferential am Aus- 
tritt ermittelt sich aus einem Ringflächenelement 2.X.r'.dr'.Die 
senkrecht darauf stehende Austrittsgeschwindigkeit heißt w(r!) : 


[] 
Die Geschwindigkeiten w(r'!) sind Stromfäden zugeordnet,wie z.B. dem 
Stromfaden 12 (Bild 12-10,Pos. b).Also darf man bei ruhender Spie- 
geloberfläche die Torricellische Formel,G1. (12-11),verwenden,um die 
Stromfadenaustrittsgeschwindigkeit w(r') zu berechnen: 


wer” = [2-2.2'(R') . 


Die Gleichung für den Oberflächenverlauf entnimmt man dem auf Seite 


149 abgehandelten Parallelbeispiel: 
2 


GC) D 
z'=f(R') = 2.0 + = „(rr? - —) . 
| 2.8 8 | 


In der übernommenen Gleichung mußte nur eine Symbolanpassung vorgenon- 
men werden: r'——R'.! 

Die neu aufgetauchte Abhängigkeit 'r! = f(R') wird näherungsweise ent- 
schärft durch die sehr wahrscheinliche Annahme: 


je/R' = a/D, ; 


Nach Einsetzen aller dieser Zusammenhänge erhält man folgenden Lösungs- 
ansatz: 


a/2 


Substituiert man den en durch g ‚so folgt auch 
weiterhin: 2. = a° Nach der Integration und Re- 


r'.dr' =7775 .P. Sr ° Substitution ergibt sich: 


Ge er 
2 2.2 AT 
8 TE. 12.8 sd &_.D 0 @„.D 23 
Br a re ah ae nen ( zZ N + _F .r' ) „In Zahlen: 


V = —. os una 
r (0) 
3 2 2 2 
Ä co 5.D 16.€ 2.8.d of 
Fe ee a 
. 8.7%.9,81 .]2.9,81.0,06° 10°.0,5° „107,0,57.0,05°,3 
V DV ET Eee | „8- Pe rag er ee En Ra = 
r 
age 16.9, 31. 2.9.81.0,06 


v„ = 0,014 m’/s. 


> = 

Die Absolutgeschwindigkeit wird nach 61. (9-7) angegeben mit c=v+w. 

Bild 12-11 veranschaulicht die kinematischen Zusammenhänge. 
Der absolute Volumenstrom ist 


nach Gl. (11-24): 


a2 
A). ° 


weil n.c = w iäst,Bild 12-11. 
Der Normalenvektor liegt nämlich 
in der Tangentialebene 7 ‚in 
welcher die Absolutgeschwindig- 
keit gebildet worden ist. 


Infolgedessen gilt: 


BILD 22-1 ve v, = 0,014 m’/s. 


Der Volumenstrom im Zustand der Ruhe berechnet sich einfach mit: 
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V_ -[ o.aa = 12.8.2, (R/4).d“ = /2-9.81.0,8 .(7/4).0,06° i 


(A) . 2 
V, = 0,0112 m/s. 


Bemerkung: 

Der effektive austretende Volumenstrom bei rotierendem Behälter ist 
25 % größer als bei ruhendem Gefäß.-"Geschirrspüler" drehen aufgrund 
einer Berufserfahrung die zu spülenden Flaschen,damit das Spülwasser 
schneller beim Leeren der Flaschen ausströmt! 


8.Beispiel 

Wasser fließt nach Bild 12-12 aus dem linken Gefäß in das rechte.Es 
gilt hier zu beachten,daß der bei 2 austretende Wasserstrahl in eine 
Flüssigzone eindringt.-Angaben: h = 2,2 m; h, =0,9m;d= 0,10 m. 
Man ermittle: 

a) Die Durchtrittsgeschwindigkeit 5 in der runden Öffnung; 

b) den entsprechenden Volumenstron. 


Lösungen: 


— 


a) co, : 


Charakteristik: quasi-statio- 
när; inkompressibel; reibungs- 
frei; ohne Ärbeitsaustausch. 
Infolgedessen notiert man die 
Energiebilanzgleichung in der 
Art von Gl. (12-6): 


2 2 
pP c pP, € 


29, Zr 


Im Zuge der Problemanpassung kann festgehalten werden: 


P] = pP, 50, =0 (Näherung von Torricelli) ; 2, =hı 5 Do, = PD, +9-8-ho: 
Das ist eine sehr wichtige Erkenntnis;die Umgebung,in welche der Strahl 
eindringt,steht unter diesem absoluten Druck'!.- 2, = O „-Unter Beach- 
tung dieser Datenbeschaffung bleibt folgende Beziehung übrig: 


c,= 2.8. (h, _ h,) =) 2.g.Ah . 


2: DAB se 


In Zahlen folgt: c,= |2-9,81.(2,2 - 0,9) ; c, = 5,050 n/s . 


b) v: 


Aus der Berechnungsgleichung für die Strömungsgeschwindigkeit er- 
sieht man die überraschende Tatsache,daß die Geschwindigkeit nur von 
der Spiegeldifferenz abhängt,weshalb die Geschwindigkeit in der Über- 
gangsöffnung Überall konstant ist: Man muß nicht über den Querschnitt 
integrieren im Sinne eines relativ großen Stromrohres,sondern man darf 
die Methode der Volumenstromberechnung in einem Stromfaden übernehnen, 
wie es G1. (11-21) vorschreibt: 


V=c.A =] 2.8. hl Sad 25550 ET =0,0597 08; 


9.Beispiel 


Das Nariottesche Gefäß ist ein geschlossener Behälter,der teilweise 
mit Luft und teilweise mit einer Flüssigkeit -hier mit Wasser- ausge- 
füllt wird,Bild 12-13.Außerdem ist ein Belüftungsrohr in die Flüssig- 


= 
[3° 
f> .. ! 
Ro, 
w/ 
Rn 
jNie2 
Ld 
RKRRRRKRRREES 
BILD 12-13 


zone eingeführt.Auf dem Wasserspiegel las- 
tet der unbekannte Luftdruck Py ‚Sobald 
er sich verringert,weil Flüssigkeit aus- 
fließt und das Gasvolumen zunimmt,wird an 
der Rohrmündung Atmosphärenluft in Form von 
Luftblasen hochsteigen und den Druck Pz 
wieder ansteigen lassen. -Angaben: 
h, = 0,2 m; d = 0,04 m; D=0,4m .-Nan 
bestimme: 
a) die Ausflußgeschwindigkeit zu Beginn 
des Ausfließens; 
b) die Ausflußgeschwindigkeit bei reduzier- 
tem h, : 
c) den Volumenstrom für beide Fälle. 


Lösungen: 


a) Cyg 


Charakteristik: quasi-stationär;inkompressibel;reibungsfrei;ohne Ar- 


beitsaustausch. 
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Man notiere zunächst die Bernoulli-Formel nach 61. (12-6) für die 
anfängliche Austrittsgeschwindigkeit; 


2 2 
er 2.02 Ä 
re "© + + 8.2, und vermerke gleich- 


3 2 2 zeitig,daß gilt: 
= A “ 4 ; ans = R 
a a (d/D) .c, wegen der Kontinuität; 2, = h + h, - 
Pa = Pu, 3 25 ® 0; pm, = Pr, +D.8.h, (Druckgleichheit an der Rohrmün- 


dung).-Setzt man diese Daten ein,so bleibt: 


In Zahlen: BEE EEE RER SNEE ESCHER 
een Sog 


= 1,981 m/s . 


e) 


8 zz 
< 4 
1 - (0,04/0,4) 


b) Cyy : 
Da die in a) abgeleitete Gleichung zur Geschwindigkeitsberechnung 


nur von geometrischen Größen und nicht von der Zeit abhängt,bleibt 
die Austrittsgeschwindigkeit ständig konstant, solange h= 0 ist. 


CH,” = 1,981 m/s . 


2v 
6 ® 

c) V und V, : 

Wegen der Konstanz der Geschwindigkeit darf man wiederum den Volumen- 

strom mit G1. (11-21) berechnen: 


V=0.A=1,981 . (7/4).0,04° ; V,= VW = 0,0049 m/s . 


10.Beispiel 


In einen horizontalen Wasserkanal,in dem die Strömungsgeschwindig- 
keit ce, (xX,y,2) = iIm/s vorherrscht,, taucht man ein Pitot-Rohr (Haken- 
sonde) bis zur Tiefe h, = 0,1 m ein,Bild 12-14,Pos. a.-Man ermittle: 
a) die Wasserstandshöhe h im Pitot - Rohr ; 

b) die Bedeutung der Wassersäulendifferenz h - h, s 
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c) die Höhen h, und h im Falle,daß als Meßsonde eine Sersche Scheibe 
benützt wird. 

d) Es ist ferner die Frage nachträglich zu beantworten,warum die bei- 
den Geschwindigkeiten 1 und ce) bei Anwendung der Serschen Schei- 
be gleich sind (Bild 12-14,Pos. b). 


BILD 12-14 


Lösungen: 
a Rss 


Für den Stromfaden 12 stellt man die Bernoulligleichung auf,nachdem 

die Charakteristik : stationär;inkompressibel;reibungsfrei;ohne Arbeits- 
austausch - 

festgestellt worden ist: G1.(12-6) : 


P] c 2 5 D h 

zit ei 7 + — + 8.2, .-Datenbeschaffung: pP] = Pu +9 -8-h,5 
2 2 — pa l — — ° 

| u ea io co, =1 m/s ; 2, = 2, = 0; 


Pa = P, +po.8.h ; 6, = O0, weil das 


Wasser nicht durch das Meßrohr fließt!-In 2 liegt ein sogenannter 
Staupunkt vor.Das Fluid wird bis auf die Geschwindigkeit null abge- 
bremst'!-Nach dem Einsetzen erhält man: 


c® i 
HK. h, + . In Zahlen ::h = 0,1 + ———— ; h=0,151lm. 
2.8, 2.9,81 
b)E-h: 
EROBERN. 
Diese Differenz wird als ce /(2.8) Geschwindigkeitshöhe genannt. 


Man kann darunter auch die auf die Gewichtseinheit bezogene kinetische 
Energie verstehen.Übrigens kann man mit dieser Säulendifferenz die 
Strömungsgeschwindigkeit errechnen: 


= Di8 = 


ce = \2.g.(h - h_) 


ch ;h: 
e) 


Das eingetauchte Sondenrohr (Bild 12-14,Pos. b ) trägt am Ende eine 
kreisförmige Scheibe mit Meßbohrung.-Wiederum wird die Energiebilanz 
längs eines Stromfadens 12 in der bekannten Art aufgestellt.-Daten- 


beschaffung: pP] = P, +9.8.h, — 0, 


P,„ = PD, +9.8.h .-Nach dem Einsetzen in die bereits 


re, 21 = 22 0; 


angeführte Bernoulli-Formel bleibt noch übrig: 


d) o,: 


Die aufgeworfene Frage läßt sich folgendermaßen beantworten: Wenn man 
von der Strömungsverfälschung durch das Rohr und den Sondenkörper ab- 
sieht ,müßte c, im Falle der Ungleichheit eine x- und eine z-Kompo- 


nente besitzen: Cyr und Oz ‚Letztere wäre die Durchströmgeschwindig- 


keit im Meßrohr.Da aber gilt: n|e wd n.c =0,mß co, =0 
sein. Zu 
Bemerkungen: 


Die dem Bild 12-14 zugrundeliegenden Erkenntnisse veranlaßten L.Prandtl, 
eine Kombinationssonde zu entwickeln,wie Bild 12-15 sie zeigt.In 1 bil- 
det sich ein Stau- 
punkt aus: ce, = O, 

In der Ebene 22 be- 
findet sich ein Ring- 
spalt.Die Geschwindig- 
keit weit vor der 

| Sonde co und dieje- 
Ba nige in Ebene 22: 

c, sind genügend ge- 
M 0) oo Lern Ban nau ee, die 

hack SER aan Geschwindigkeitszu- 

L BILD 12-15 nahme infolge der end- 
lichen Sondendicke 
(Verdrängungseffekt) 

von cc, nach c, vernachlässigt werden darf.-Wenn man die Gi.(12-6) 


mit der Dichte multipliziert,dann bekommt jeder Teilausdruck die Dimen- 
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sion eines Druckes: 


9.2 2° 2 
P] ee + 9 .6+2] ku pP, +—.C, + O .8+25 © 
2° 
Das Symbol p steht für den sogenannten absoluten statischen Druck. 


Den Ausdruck 


(12-16) 


nennt man kinetischen Druck ,Geschwindigkeitsdruck oder Staudruck. Beim 
'Abbremsen,wie z.B. in dem Zentralrohr der Prandtlschen Meßsonde (Bild 
12-15) ,wird pP] der ankommenden Strömung zusätzlich in statischen 
Druck umgewandelt,so daß hiermit die Summe aus dem statischen Druck 
unmittelbar vor der Sonde und dem Staudruck gemessen wird,weshalb der 


Summendruck 


(12-17) 


Gesamt- oder Totaldruck genannt wird.-Obige Bernoulligleichung 1äßt 
sich nun umschreiben: 


P] + Pr +9 8.2, = m + Pxo + = .8.2, » 


Bei horizontaler Strömung ist z, = 2, ( im vorliegenden Sonden- 


L 
fall genügend genau ) ,„ so daß auch gilt: 


* on 
P7 P5 


Voraussetzung hierzu ist natürlich der dissipationsfreie Übergang 
von 1 nach 2 .Im Punkte 1 wird der Totaldruck gemessen: PT . 
Über den ringförmigen Meßspalt wird P, ‚also der statische Druck 
in der Ebene 22 „gemessen; 


©. 2 | 
PT = m + —.C, ! 


Über die Differenzdruckmessung DO .8.h läßt 'sich jetzt die Geschwin- 
digkeit ermitteln: 


(12-18). 
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In einem inkompressiblen Fluid ändert sich die Dichte während des Ab- 
bremsvorganges in Staupunktnähe nicht,wohl aber bei Abbremsung aus 
hoher Geschwindigkeit.Die Dichte steigt von der freien Strömung vor 
der Sonde an bis zum Staupunktszustand.Deshalb wird nicht CD J2).EE, 
gemessen,sondern ein größerer Wert,der als 


(12-19) 


dynamischer Druck genannt werden möge.Der Faktor & ist größer eins. 
Seine Ermittlung wird in Abschn. 21.5.2 ( 2, Beispiel) vorgeführt. 


Untersuchungen Prandtls ergaben für die optimale Sondengeometrie was: 
Lrs3.d. 


11.Beispiel 
m ——— 


Bild 12-16 zeigt das Prinzip eines Venturi-Rohres.Die statischen 

Drücke P] und Pa werden mittels Wandbohrungen erfaßt und über ei- 

ne Ringleitung dem Meßkanal zugeführt.Im jeweiligen Ringsammler ent- 
steht ein physikalischer Mittelwert.-Über eine Differenzdruckmessung 
kann auf den Volumenstrom 
geschlossen werden. 

Angaben: d = 0,05 n; 

D= 0,16 m; P] = Po = 0,5 bar. 
Man ermittle für Wasserstr.: 
a) die Geschwindigkeit in 


BILD 12-16 der Rohrleitung; 
b) den Volumenstron. 


Lösungen: 
a) co, : 


Man greife die Stromlinie 12 heräus und stelle,wie üblich,die Ener- 
giebilanz auf nach G1.(12-6): 


P1/Q + 05/2 + 8.2] = P,/g@ + 05/2 + 8.2, und beachte,daß z, = 2, = O 
ei (1 -mR = (5-2 . 


Aus der Kontinuitätsbedingung,Gl. (11-20), folgt: o,= (D/a)*.c, ; 
Damit ergibt sich schließlich: 
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. In Zahlen: 


nern, 


0,5.10° 


ee | 


® 


- c, = 0,981 m/s . 
(0,16/0,05)* - ı EAPRENWRRIRE HIER 


DIV: 


NE (R/4).D°.c] = (T/A).0,16° ; V = 10,045 m’/s. 


es len] 

Aus einem Wassergefäß fließt Medium ab,wie es die Anordnung in Bild 

12-17 verdeutlicht.Nach der Bodenöffnung vom Querschnitt A, schließt 

sich ein Austrittsdiffusor an.-Angaben: h= 2m; L= 0,8nm;D = 0,10n; 

ä = 0,12 m ; p, = 1,015.10° Pa ; Wassertemperatur t = 20°C : 

a) die Austrittsgeschwindigkeit 
c, am Anfang der Bewegung; 

b) den Volumenstron; 

c) den statischen absoluten Druck 
in der Bodenöffnung PJ 5 

d) die gleichen Größen,nur ohne 
Austrittsdiffusor. 

e) Besteht bereits die Gefahr der 
Kavitation in der Bodenöffnung? 


Lösungen: 


a) 2: 


Für die vertikale Stromlinie 123 
wird Gl. (12-6) angewandt: 


; 2 2 2 
BILD 12-17 P} I P, 22 Pa “3 
—+— +g.2.=7=-+—t8.2 =>—=t—t8.2,..» 
Datenbeschaffung für den Fall,daß die Bernoulli-Formel zwischen den 
Kontrollebenen 1 und 3 eingesetzt wird: pl = ?z =p, s e,=0 


= 0 „Es folgt: 


(Torricellische Näherung); z, = h+L; 27 
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0, = 2.8.(h + L) .-In Zahlen: c, =j2.9,81.2,8 > 0%, = 7,412 m/s . 
Vene en ne] 


DIV: 
01.(11-21): V= Az.0, = (7/4) Dec, = (7/4) .0,16° 7,412; 


V=0,149 m/s . 


ce) pP, : 
Erstreckt man die Bernoulli-Formel zwischen den Stromlinienpunkten 
l und 2 „dann erhält man wiederum nach Vernachlässigung von c 
für den statischen Druck p, : 

pP, =P, +9 .8.h - (5/2). ; 
Setzt man ce, über die Volumenstromberechnung „= V/A, ein, 
dann ergibt sich: 

p, = p, + P «8:h - (P/2).(V/A,)® . In Zahlen: 

a 5 3 | ae 
P, = 1,015.10° + 10°.9,81.2 - (10°/2).(4.0,149/( 7.0,12°) 
pP, = 0,3434 bar. 


d) ce V 


20 ’ !o ’ Po’ 


Ohne Austrittsdiffusor gilt: ez = 0,9 


Co = V2-s-h = \2.9,81.2 ; Cyo 6,264 m/s . 


Der Volumenstrom beträgt: 
V= (7/4).0,12° ; Vo= 0,0708 m’/s . 
= 1,015 bar. 


für L=0 ; damit folgt: 


Endlich ist auch Po = 


e) Kavitationsgefahr: 


Der Dampfdruck des Wassers lautet für t = 20°0 : Ppampf ” 0,02337 bar. 
(Vgl. Abschn. 2.5).-Der Kavitationsdruck liegt nach Bild 2-3 etwas 
darüber.-Ein praktischer Näherungswert ist Pr? 0,025 bar ‚Da 

der Druck Pz (Beispielposition c) etwa 13,7mal größer ist als der 
Kavitationsdruck Px ‚besteht keine Kavitationsgefahr. 


Bemerkung: Der Austrittsdiffusor heißt bei Wasserturbinen auch 
noch Saugdiffusor.Er legt an die engste Stelle einen 
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niedrigeren Druck.Deshalb fließt mehr Fluid durch die Anlage! 


13.Beispiel 

Durch Einfügen eines Steigrohres in die engste Stelle eines Venturi- 
rohres erhält man einen Injektor,wie er zu Mischzwecken in der Ver- 
fahrenstechnik Verwendung findet,Bild 12-18.Folgende Systemdaten sind 
bekannt: V = 0,05 m’/s; 
D=0,2m d=0,1n; 
d'’ = 0,05 m; Dichte des 
Treibmediums 9 = 1000 
kg/m’ ;Dichte des ange- 
saugten Mediums ©’'= 1,3. 
10° kg/m’; h=1m; 


Man bestimne: 


a) den angesaugten Nas- 
senstrom im Steig- 


i rohr m'; 
BILD 12-18 b) den gesamten Massen- 
strom n* ; 
c) den Massenanteil des angesaugten Fluids in der Mischung; 
d) die Strömungsgeschwindigkeit 5; 
e) den absoluten statischen Druck pP 


Lösungen: 
a) m': 
G1.(12-6) für die Passage 32! : muy, „2 le 
3/2 + 03/2 +8. 25= P,ß +0,,/2+8.25 
. = . = . = . ! . I —_ 
Datenbeschaffung: Pz Po? oz ee 23 0; P5 P5 5 25 2, » 
Die Datenverwertung ergibt: 
an 


>) = 2.( an - 5.h ) . In Zahlen: 


en 
=!  1,015.10°- 0,05.10° 
c, = u 9,8...) 5 c, = 11,55 m/s . 
1300 PER SENSE 


G1.(11-17) : m'= Q!.at.oy = 1300.(®/4).0,05°.11,35 


o 


m' = 28,974 ke/s . 


pP, = 0,05 bar »P 1,015 bar. 
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n* =m+m' = 9.7 + m' = 1000.0,05 + 28,974 ; m* = 78,974 kg/s. 


ce) x = n'/n* : 


Das Massenverhältnis darf nach der Regel von de 1'Hospital auch über 
das Verhältnis der Massenströme berechnet werden: 


m! An'/At 28,974 
x=— = lim ——l; in Zahlen : x = —— ; x = 0,367 . 
m* 4t>0 Amt/At 178,974 — 
d) co, : 
Aus der Kontinuitätsgleichung folgt: V= Auch : 
4,.V 4. 0,05 15015} 
ce z= zo 0 C = m/S . 
I T .D° T .0,2° ” BI RESSEEHERDEREN 
e) p] 2 e2 
— P} © PR ©% 


G1.(12-6) für die Passage 72 I —+ + 8.2, = <+7 + 82 ; 
e 2 19 35 2 


Datenbeschaffung: 2, =2,;50,= 4.V/(a° - ae) 1/7 . 
4.0,05 
= mi 5= 8,488 m/s ; aus der Bernoulliglei- 
7.(0,1 - 0,05) j 
ee 2 E ,2 2 
chung ergibt sich: p. = p. +-—- .(cZ - cT ); in Zahlen: 
1 2 2 2 1 ! 
5 l000 2 2 
pP] = 0,05.10° + .( 8,488° - 1,5915°) 5; pP, = 0,3976 bar 
14. Beispiel 


Ein oben offenes Gefäß ist bis zur Höhe 2, = 1,8 m mit Wasser ge- 
füllt.Durch eine kleine Bodenöffnung kann Wasser ausfließen,Bild 12-19. 
Der sich einstellende Strömungsvorgang kann von vornherein als insta- 
tionär deklariert werden.Die Ableitungen dürfen in diesem Zusammen- 
hang ohne die in der Energiebilanzgleichung vorhandene Verzögerungs- 
arbeit vorgenommen werden.-Man ermittle: 
a) die Auslaufzeit t, „bis der Wasserspiegel sich auf eine Spiegel- 
höhe zz = 0,3 m abgesenkt hat; Gefäßdurchmesser D = 1,2 m;Durch- 
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messer der Bodenöffnung d = 0,06 nm; 
b) die Zeit t, für vollständige Ent- 
leerung des Gefäßes; 
c) Abschätzung,ob die Vernachlässigung 
der Verzögerungsarbeit zu Recht be- 
steht. 


Lösungen: 


a) IR 


Charakteristik: instationär;inkompres- 
sibel;reibungsfrei;ohne Arbeitsaus- 
tausch.- Also bietet sich G1. (12-3) 
als Energiebilanzgleichung an: 


BILD 12-19 Fe cs p, 65 
Ka — .dst—+—+g.2 = — me + 8:2 f\ 
y 2 
dt 2 2 p 2 


12 
Macht man jetzt Gebrauch von der zugestandenen Vernachlässigung der 


spezifischen Verzögerungsarbeit und erinnert man sich auch der Torri- 
cellischen Vereinfachung (siehe 1.Beispiel),dann erhält man eine Be- 
ziehung für die variabie Austrittsgeschwindigkeit: 

. i = —_ . = 1 1} . = . 
Datenbeschaffung: p- = pP, pP, 3 2 z (variabel!); 2, 0: 


„= 2.8.2 oe 


Die weitere Lösungsphilosophie lautet: Die Volumenabnahme im Behälter 
ist gleich dem durch die Öffnung 2 abgeflossenen Wasser.Oder: Der 
Volumenstrom in 1 ist gleich dem in 2 


ie) 
1) 
„ie o 
ll 
rn 
®) 


=. 


n 


Die Sinkgeschwindigkeit des Wasserspiegels c wird folgendermaßen 


Il 
angegeben: re - dz/dt . 


(Das Minuszeichen muß hier stehen,weil sich der Weg in negativer 
Richtung ändert).Jetzt liegt eine Differentialgleichung vor: 


2 2 dz ) 
d” , 2.8.2 =-D” . —  ; nach Trennung der Va- 
at riablen folgt: 
D 2 dz 
dt =-(—-). —— ‚ die bestimmte Integration 
d 


2.8.2, ergibt: 


zZ 
2 2 
D -1/2 D2 2 
1 — | 2 a: 1-0). — ta m) 
d 
de 2.8 \2-8 
x = 
In Zahlen: 
1,2 2 2 
t= () . __—_ (7 1,8-N0,5) ;  t=114,6 s=1 min 54,68. 
u 0.06 j a 
R 2.9,81 
b) t, : 
Hierfür ist z, = 0 einzusetzen: t,= 242,31 s = 4 min 2,31 s . 


c) Nachweis für die berechtigte Vernachlässigung der Verzögerungs- 
arbeit : 


Die maximale Geschwindigkeitsänderung an der Stelle 2 ist 


=Ac = 2.9,81.1,8 = 5,94 m/s .Die gesamte Zeit,die für die 
Geschwindigkeitsabnahme zur Verfügung steht beträgt t, = 242,31 s. 
Somit stellt sich an der Stelle 2 eine Lokalverzögerung ein von 


ee mn 0,0245 m/s“ .Wenn man nun diesen Wert als kon- 
(9 stant längs der Stromlinie 12 vor- 
gibt,dann liegt man an der oberen 
Grenze,weil alle übrigen Lokalverzö- 
gerungen um den Faktor p°/a® = 400 darunterliegen.-Der Maximalbe- 
trag der mu Verzögerungsarbeit lautet nun: 


de Io | Ic 
.ds AS: Ganuz 
%t "a: = ot 


= 0,0245.1,8 = 0,0441 me/s®. 


1 


a 
Nimmt man aus der Bam: VAR Su das Glied g.2] zum 
Vergleich: 8.2, = 9,81.1,8 = 17,658 m © /e° ‚so fällt auf,daß die 
vernachlässigte Verzögsrungsarbeit in diesem Vergleich nur 2,5 %o 
ist. Damit ist der gewünschte Nachweis erbracht! 


15.Beispiel 
Aus einer gefüllten Badewanne fließt das Wasser durch die Bodenöff- 
nung aus,Bild 12-20,Pos. a.Von einem bestimmten Grenzniveau N. an 
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— FREE 
a ne re 


WASSERSTR. 


en DR 
N 
SER 


WASSERH 


RANKINE - 
WIRBEL 


Ss 


SE 


WINDHOSE 
BILD 12-20 


entsteht ein rotierender Wassertrichter,der Wasserstrudel oder Rankine- 


wirbel heißt.- Man ermittle: 
a) 
linie; 
b) 
standenen Strudels; 


c) 


Lösungen: 
a) z=f(r):: 


Die horizontale Referenzebene heißt € 


den Verlauf der freien Oberfläche,die Gleichung also der Meridian- 
den Oberflächenverlauf für den Fall eines in einem Flußlauf ent- 


Erläuterungen zum Phänomen der Wasser- und Windhose, 


‚Man betrachte das Geschehen 


längs einer Stromlinie 12 auf der freien Oberfläche.Die Bernoulli- 


Formel,61. (12-6) wird angeschrieben: 


2 2 
ı ee M 8. 2] Me 8.2, 3; 
5 2 s 2 


Datenbeschaffung : 2,7 257 Ps 


ce], = 0 ( Vereinfachung von Torri- 
celli); z|, = 0; 2, 
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ER: 
20, 


lässigt werden möge; die Umfangs- oder Drallkomponente der Geschwin- 


EEE 5 ; 2 
+ Co, Tau ‚weil die Vertikalkomponente Co, vernach- 


digkeit ergibt sich aus G1.(11-52),womit die induzierte Geschwindig- 
keit co, = c,, berechnet werden kann; ey, = "/(2.%.r) . Aus der 
Bernoulli-Formel bleibt noch übrig (Bild 12-20,Pos. b) : 


2 
p p 
ee EEE -.2 oder 


3 2 8.0 ır“ 
Re P= 


2 _2 2 2 2 E 
8.8.7 .T 8.8.7 .(x" +y) 
Das ist aber die Gleichung eines Rotationshyperboloids,dessen Meri- 


dianlinie die Gleichung: 
Konst 
zz — besitzt. 
2 


b) z = f(r) in Flußstrudel :. 


Durch eine unegale Grube am Flußboden (Bild 12-20,Pos. c) entsteht 
beim Überfluten eine unsymmetrische Ausfüllströmung,die allmählich 

in Rotation gerät. 

Von der Wasseroberfläche an gerechnet bis hin zur Horizontalebene AB, 
gilt die obige Feststellung des hyperbolischen Verlaufs!-Dieser Be- 
reich des Rankine-Wirbels ist nach Abschn. 11.3.3 ein Potentialwirbel. 
Nun aber beginnt wegen der nicht mehr zu vernachlässigenden Reibung 
die Zone eines Kernwirbels! -Deshalb liegt ein Oberflächenverlauf 
nach G1.(9-21) vor.Die Oberfläche nimmt jetzt die Form eines Rotations- 
paraboloids an. 

Der Rankine-Wirbel setzt sich nunmehr aus einem Potentialwirbel- und 
einem Kernwirbelbereich zusammen. 


0) Wasser- und Windhose : 


Man kennt auch Luftstrudel (Tornado).-An der Grenze des Wirbelkerns 
ist die induzierte Geschwindigkeit am größten (vgl. Bild 11-26).Für 
einen Punkt einer Oberflächenstromlinie muß dort neben der größten 

Geschwindigkeit auch der kleinste Druck vorliegen,weshalb der Umge- 
bungsdruck Po einmal z.B. Wasser in dem Wirbelschlauch hochdrückt 
(Bild 12-20,Pos. d: Wasserhose) oder Blätter,Dachziegel usw. wie im 
Falle einer Windhose (Bild 12-20,Pos. e). 
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16.Beispiel 


In einem U-Rohr, Bild 12-21,Pos. a,ist eine Flüssigkeit eingefüllt. 

Die Rohrnennweite wird mit d und die Flüssigfadenlänge mit L be- 

zeichnet.- Wenn nun die Flüssigkeitssäule zur Zeit t = O0 plötzlich 

um ein gewisses 

Maß 2, @usge- 

lenkt würde,dann 

entstünden Schwing- 

ungen. 

Man ermittle: 

a) die Schwing- 
ungssgleichung 

für den reibungs- 


Y 
g 
g 


freien Fall; 


b) die Schwingungs- 
dauer. 


BILD 12-21 


Lösungen: 
a) z.= f(t) : 


Die Angaben bei beliebiger Auslenkung zeigt Bild 12-21,Pos. b.Schwing- 
ungen entstehen,wenn eine rücktreibende Kraft vorhanden ist und sich 
ein ständiges Wechselspiel von potentieller und kinetischer Energie 
anbietet.-Das dynamische Gleichgewicht für eine ruhende Ersatzmasse 
ist in Bild 12-21,Pos. c,angedeutet.Nach dem d'Alembert-Prinzip,etwa 
G1. (8-7), folgt: 


2 
Zr - nm. = - Fo =0 ; Datenbeschaffung: die Masse des 
at“ Flüssigkörpers beträgt : (7/%).d?.1.9; 
die rücktreibende Gewichtskraft ist 
nur: 2.2.(7/4).d°. 9.8 ! - Daraus folgt: 


x. a d°z 77.0 


- .L.O. - 2.2. 
4 I 4 


es ergibt sich die Differentialgleichung der harmonischen Schwingungen: 


"2.8 =0 - 


d“z 2.8 
+ |— zZ = Ö ® 


at? L 
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Nach den Ausführungen auf Seite 120 und 128 sieht die Lösung dieser 
Dgl. folgendermaßen aus: 


N 
N 


2 .sin(@ Kr +) oder 


zz = 2 ,.cos(c0 Per +9) . 
ER 2 
Es ist W” = 2.g/L. 


b) Schwingungsdauer: 


2. L 
= 2. U ® zen ge } 
o 2+E 


Sie ist umso größer,je länger der Flüssigfaden ist. 


17.Beispiel 


Ein Tantal-Gefäß,Bild 12-22,wird mit einem konstanten Volumenstrom Yo 
versorgt.wWenn der Wasserspiegel das Niveau 1 erreicht,springt der 
Ablaßheber (Siphon) 
an,und der Wasser- 
spiegel fällt bis 
zum Niveau 2 ab. 
z Dort gelangt luft 
in die Abfiußlei- 


FE Pe Ge es tung,so daß das 
( ! Ausströmen unter- 
v, 
Hi: 


| bunden ist.-Der 

| konstante Volumen- 
| strom füllt das Ge- 
| fäß wieder bis 

| zum Niveau 1 . 
| 
| 


&D &d 
Man ermittle: 
| ® X 0% | a) die Füllzeit 
0 ta Ht t t..5; 
12-12 t ; 
Ca= 
BILD 12-22 3=< T T Fir 


b) die Strömungs- 
geschwindigkeit 
im Abflußrohr 
in allgemeiner Form und beim Beginn des Ausströmens; 

c) die Entleerungszeit t10 5 

d) eine kurze Beschreibung der periodischen Bewegung. 
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Angaben: D=0,3m;d=0,04m ; H=1,5 m; h=0,6 m ; V = 0,002 
m/s; die Rohrwandstärke ist zu vernachlässigen! 


Lösungen: 


a) t,, : : 
ee Wehe, Ein ge a a, ee, Hohn 

= (6) 21 4 + 21 4 Y 

21 ) 
in Zahlen: T 2 1,5 - 0,6 
to] 3 0,30. —— 5 tu, 3815. 
4 0,002 

b) 0: Charakteristik : instationär;reibungsfrei;ink.;0.A.A. 


Bei der Anwendung der Bernoulligleichung berufe man sich auf die 
Kontrollebenen 1-3 ,G1.(12-3): 


2 2 

fe Pr) © P3 6 
De ; 

Icdt 2 > 2 


1.3 


Datenbeschaffung: Die Verzögerungsarbeit möge vernachlässigt werden 
(später ist eine Fehlerabschätzung vorzunehnen); 
pP] = Pz — Pu,’ 27 73 5 = 0; 2, =0 . Somit folst: 


2. 
Sine Volumenstrombilanz hilft weiter: 


A 


a° AV, 

c, = RE se = REES CBJ% 

| D” -d A .(D°-4°) | 
Mit Hilfe dieser beiden Bestimmungsgleichungen ergibt sich die gesuch- 
te Beziehung c = f(z) 
Zur Auflösung der Gleichung nach Einsetzen von (a) in (b) hält 
man zZ zunächst als Parameter konstant.Die Lösung der quadratischen 
Gleichung lautet: 


16.V 


2.8.2 m — 
7° .(D°-8°)? 


-® 


in Zahlen: 


nn 
ce= 5.5570 +15,3.103 + 19,6264.2 (e). 
4 — 
ce=- A + B + 07. 2 (d): 
ce) t1>2. ce = 5,426 m/s für z=1,5n. 


Die Kontinuitätsgleichung (b) läßt sich auch noch folgender- 
maßen -weiterschreiben: 


es Br AV, | 
= - ger Seen (e). 
at D°_a2 7. (D°-a°) 


Setzt man (d)in (e) ein,dann ergibt sich nach Trennung der Vari- 
ablen nachstehende Differentialgleichung: 


ae. 4 VB ae (HR)NT, 


Die Integration wird folgendermaßen vorgenommen: 


dt = 


er ee] 
Mit der Substitutiorf u = ]B + 0.2 folgt u = B + C.z und 2,u.du=Q.dz, 


was zu dz = (2/C).u.du führt: 
H H 


2 


C u=a d 


De-a(l2 ud De_a® 2 a 
h 


h 


a 
H 


2 Da er 
t]> — ABEEENER 3 EB + a.lInlu - a) 2 la +a.In(JB+C.2 - ) 
h 


h Cd 


2 „8 
2 D°-a JBrc.H - a 
t], =» n .alBıc.H - B+C.h + ainzeenn , 


C d | YB+c.h - a 
In Zahlen: 
er 4.0,002 
a = 5,2.10°° + — - 1,591 m/s . 
T .0,04° 


2 0:30,00. ee 
19,6264  0,04° 


win a ne nn a na nen BER ee 
2 WR EAN. 8,3.10”?+19,6264.1,5 - 1,5921 
18,3.10°” + 19,6264.0,6 + 1,5921.1n ) 


eh ae rn 
1,3.10°3419,6264.0,6 = 1,5997 
t = 17,855 . 


12 
ad) Kurzbeschreibung der periodischen Bewegung: 
Die Schwingungsdauer beträgt 


Es handelt sich um eine unharmonische Schwingung,da die Halbperioden 
verschieden sind. 


Bemerkungen: 


Tankstellen waren früher mit Zwillings-Tantal-Gefäßen als Volumen- 
zähler ausgerüstet, 
Eine ganz grobe Abschätzung des Fehlers aufgrund der Vernachlässigung 


der Verzögerungsarbeit _ 3 ergibt bei der Annahme einer mitt- 
rn ..de ‚leren Geschwindigkeitsabnahme von 
| or c(z=H)/2 = 5,426/2 = 2,713 m/s 
in der Zeit t12 = 17,8 s längs des Weges S13 = 3,3 m einen Wert 


von 0,5 m°/s‘ für die massenspezifische Verzögerungsarbeit.Bezieht 
man sie auf den diesbezüglichen größten spezifischen Energieanteil 
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8.2, = 9,81.1,5 = 14,715 me/s“, so kann man sagen,daß die Totalener- 
gie im Stromfaden etwa 3% zu groß angesetzt worden ist. 


18.Beispiel 


Ein Sprühwagen fährt auf ebener Straße,Bild 12-23.An seinem rechten 

Ende tritt aus ihm ein Wasserstrahl bei stationärer Strömung aus mit 

der Relativgeschwindigkeit w = 0,5 m/s .Die Austrittsöffnung beträgt 

A = 0,04 m“ „Man ermittle den absoluten Volumenstrom bei einer Fahrzeug- 

geschwindigkeit von v = 1 m/s bezüglich der Kontrollebene BB - sie 

befinde sich etwa 0,05 m außerhalb der Austrittsöffnung - für den Fall, 

daß 

a) das Fahrzeug sich nach rechts und 

b) nach links bewegt. - Man beachte besonders die Ausführungen zu 
G1.(11-19). 

Lösungen: 


a) V rechts . 


Die Absolutgeschwindigkeit lautet hier nach G1.(9-7) betragsmäßig: 
EN, +w=1+ 0,5 = 1,5 m/s. 


Den absoluten Volumenstrom erhält man dann mit @1. (11-21) zu: 


Vlechts 


= A.0= 0,0. 1,5 5 Vogcnte = 9,06 m’/s. 


b) V] inks 


Sinngemäß erhält man 
hier für die Absolut- 
geschwindigkeit 
Zu 1-0,5 ; 


ce = 0,5 m/s. 


) 

BILD 12-23 Damit folgt für den 
absoluten Volumenstrom 
in diesem Fall: 

o 2 u i f} 2 3 
Voinks = A.c = 0,04... 0,5 s Vinks = 0,02 m“/s. 
Bemerkungen: 


In beiden Bewegungszuständen versteht sich der relative Volumenstrom 
ohne weiteres; Es handelt sich um den direkt das Fahrzeug verlassen- 
den Volumenstrom.-Bei der Bewegung nach rechts schiebt sich der Was- 
serstrahl um die Fahrzeuggeschwindigkeit schneller durch die Kontroll- 
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ebene hindurch,weshalb der absolute Volumenstrom zunehmen muß.Im ande- 
ren Fall nimmt das Fahrzeug seinen Wasserstrahl mit,so daß eben weni- 
ger den Kontrollquerschnitt passiert. 


12.3. Impulssätze (Euler,1754) 


12.3.1. Kräfte 


Aus den drei Newtonschen Hauptsätzen der allgemeinen Mechanik: dem 
Trägheitsgesetz,der Proportionalität zwischen Kräften und Beschleuni- 
gungen bezüglich desselben beweglichen Körpers und dem Wechselwirkungs- 
gesetz resultiert die Hauptgleichung für die Translation: 


(12-20). 


Die Größe 
= f (t,s) (12-21) 


heißt Impulsvektor und muß in der Fluidmechanik als Integral angeschrie- 
ben werden,weil jedes Massenelement dm eine andere Geschwindigkeit im 
Kontrollraum haben kann.-Unter Kontrollraum versteht man die in die 
Betrachtung einbezogene und abgegrenzte Fluidmasse.-Die Weiterentwick- 
‚lung der beiden letzten Gleichungen bringst für die Fluidmechanik fol- 


gende Zusammenhänge: 


ad a nt, ALLAN) dc [d ge 
— = — mie - .c De (9. dav).c Se. av). e Be =) F, 


at dt dt at 
dl (fa atav) Ä we ge Ai: al. 6 
— =1|—.dV+0, .c+ AV). + =1(— .dV+9.4V).c+ AV). —+c, 
dt Er 2 at s dt ö Is J.at 5 5 dt ds 
da © = f(t,s) ist,folgt für ag- 8.ar + 52.08 ; weiterhin gilt dann: 
t S) 

— spe aV + ER our + 9.2.aV + 0. ar + Pa -7 7, 
at )% ds d+ ds . 

fällt weg,da = [an.c fällt weg,da 

stationär stationär 
dd. dc . [dee ae 
— = 22; +p. ) © .dv +lan.c = .(c.dV) +lan.c -] 7) 
a, os os Ös z " 


(v) (n) (v) (ni) 


(Die Integrationsbereiche sind aus Platzgründen nur in der letzten 
Zeile angegeben worden.) 
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Wegen der Stationarität können die einzelnen Größen in den Integranden 
nur noch vom Weg s abhängig sein und nicht mehr von der Zeit t : 


ar f%) . ) a ® zu 
— = (ran. + jene Enger + (ai. A) F, s 
= dm 


wegen der Stationarität verschwindet zudem die konvektive Änderung 
des Massenstromes,so daß die zeitliche Änderung des Impulses für sta- 


tionäre Strömungen nur noch lautet: 


(12-22). 


Aus Gründen der Kontinuität ( Mm = m, ) folgt für einen Kontrollraum 
mit nur einem Eintritt und einem Austritt,wie es Bild 12-24 angibt: 


(12-23) , 


wenn man mit mer ne 
T = 1 0e (12-24) 


die Größe des Impulsstromes einführt.- 

Üblicherweise wird der Impulssatz für stationäre Strömungen dadurch 
abgeleitet,daß man von einem ruhenden Beobachtungsbereich (in Bild 
12-24 gepunktet) mit nur einem Ein- und Austritt ausgeht und die zeit- 
liche Änderung des Impulses des hindurchfließenden Fluids untersucht. 


Für das dünne Stromrohr (Stromfaden) gilt: 


In Bild 12-24 wird ein gekrümmter Stromfaden mit den beiden Qerschnit- 
l und 2 gezeigt.Die einbezogene Fluidmasse ist Mo ‚In S ‚ihren 
Schwerpunkt,trifft man auf die 
Schwerpunktgeschwindigskeit € . 
nach dem Zeitintervall At befin- 
det sich die Masse 219 nunmehr 
zwischen den Kontrollebenen L1'2': 


M5 = Mını .Die Schwerpunkts- 
geschwindigkeit in S' heißt jetzt 
ei’ ‚Beiden Massenbereichen ist 


die Teilmasse m (punktiert) 


1.2 
mit ihrem Schwerpunkt S" und 


cı BILD 12 - 24 


ihrer Schwerpunktsgeschwindig- 
keit c'" gemeinsan. 
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Die Weiterentwicklung von Gl. (12-22) ergibt hierfür: 


— m seien m ‚c" + Am "e.-(Am .c.+m ‚e") 
dA(m.c ) 2. 12° 142° 2772 1% 1.222. ws 
——- ]im —— - lin = F, 

at At>O At At-=0 st 

ge —— — 2 EM {nm 
—— = lin ————— = lin —— / FR, ; 

dt dt = At=O0 nn 
schließlich erhält man daraus: 
— a 
ZF, =m,.c0c, - m.c, = nm. ( c,- © )= I, -_ I, , 


was zu beweisen war! 


Die Differenz der Impulsströme bedeutet eine Massenträgheitskraft 

und gehört damit in die Familie der Widerstandskräfte.Der Trägheits- 
effekt ist bei einer stationären Strömung in der konvektiven Beschleu- 
nigung oder Verzögerung zu suchen;wegen der Stationarität fallen lo- 
kalbeschleunigungen und Lokalverzögerungen weg! 


Sind im weiteren Verlauf der Abhandlungen Kräfte gefragt,dann wird 
praktisch immer vom Gleichgewicht am Kontrollraum ausgegangen. 


Wendet man die Philosophie des d'Alembertschen Prinzips auch für ei- 
nen fluidischen Körper an (dymamisches Gleichgewicht am freigemachten 
fluidischen Körper,der ruhender Ersatzkörper genannt werden kann),dann 
folgt in Verallgemeinerung bei mehreren ein- und austretenden Impuls- 
strömen folgende, allgemein gültige Generalgleichung: 


25 2. Izı “2, re 


Danach behalten bei einer Gleichgewichtsbetrachtung die eintretenden 
Impulsströme als Kraftwirkung auf den Kontrollraum ihre Richtung bei. 
Austretende Impulsströme dagegen wirken mit ihrer Reaktion auf den im 
Gleichgewicht befindlichen Kontrollraum zurück.Somit gilt: 


— —— 
er . 
I, = I 
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Aus diesen Srkenntnissen heraus lautet der Impulssatz stationärer 
Strömungen 


(12-25). 


Schlüsselt man Z=, noch auf,so kommen hierfür folgende Kraftarten 

in Betracht (vgl. ebenso Abschn. 4 ) : 

—— 

(1) Außere Massenkraft : hier nur die Schwerkraft Fa : 

(2) Druckkräfte Fr; sie sind bezüglich des freigemachten Kontrollrau- 
mes immer als Stützreaktionen zu werten und sind deshalb auf den 
Kontrollraum gerichtet.Sie rühren einmal her von der Einwirkung 
fester Wände und zum anderen von der losgetrennten fluidischen 
Nachbarschaft (z.B.: Kontrollebene 1 und 2 in Bild 12-24). 


(3) Tangentialkräfte aufgrund von Reibungswirkungen.Bei vollkommenen 
Fluiden sind sie bekanntlich null. 


Von Linienkräften (Kapillarkräften)wird nachfolgend Abstand genon- 


men. 


ss ist festzuhalten: 
An einem fluidischen Körper (Kontrollraum) halten sich,sofern ein 
vollkommenes Fluid vorliegt,folgende Kräfte das dynamische Gleich- 
gewicht: die Schwerkraft,Druckkraftreaktionen,eintretende Impuls- 
ströme und die Reaktionen austretender Impulsströme. 


Für die praktische Verwendung der G1.(12-25) beachte man: 


(1) Sie gilt nur für stationäre Strömungen. 

(2) Sie gilt auch für reibungsbehaftete Strömungen,weil bei der Ablei- 
tung keine Einschränkungen dieser Art vorgenommen worden sind. 

(3) Die Kontrollraumbegrenzungen sind vorteilhaft so anzulegen,daß nach 
Möglichkeit feste Wände,Stromlinien und Normalen dazu geholt werden. 

(4) Druckkräfte sind stets senkrecht auf die Kontrollflächen gerichtet. 

(5) Eintretende Impulsströme und die Reaktionen der austretenden sind 
auf den Kontrollraum hin gerichtet. 

(6) Die Untersuchungen sagen nichts über das Geschehen im Inneren des 
Kontrollraumes aus.Es können nur Beobachtungen über die Verhält- 
nisse an der Oberfläche des Kontrollraumes angestellt werden. 
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Für das dicke Stromrohr gilt: 


Überlegungen,die für einen Stromfaden angestellt worden sind und zu 
G1.(12- 23 ) geführt haben,gelten jetzt für die Masse dm,Bild 12-25. 
Integriert man über die gesamte Kontrollraummasse,dann folgt: 


(12-26). 


Für den dynamischen Gleichge- 
wichtsfall eines Stromrohres 
läßt sich notieren: 


BILD 12-25 


Wenn man dm durch p.aV ersetzt,ergibt sich ein Volumenintegral,das 
bekanntlich auch in ein Überflächenintegral umwandeln läßt.Dann heißt 
der Integrationsbereich: Mantelfläche des Stromrohres M,Kontrollquer- 


schnittsflächen Ar und Ay. 


Für den Volumenbereich gilt: 


Rückt die Fläche A, in Richtung A ‚dann verschwindet die Mantel- 
fläche,und die Untersuchungen sind dann völlig unabhängig von einem 
Stromrohr: 


(12-28). 


12.3.2. Momente 


Aufgrund der einleitenden Bemerkungen zu Abschn. 12.3.1 (S.265) ergibt 
sich auch für die Rotation eine Hauptgleichung: 


(12-29), 


Die Größe xmc = D (12-30) 


heißt Impulsmoment oder Drall.Seine zeitliche Änderung wird durch 

die Einwirkung von Momenten verursacht und heißt kinetisches Moment. 
Da wegen der Fluidität (vgl.Abschn. 1.2,5.4) keine Momente übertragen 
werden können,sind Momenteneffekte nur in Verbindung fester Wände usw. 
möglich. 

Bei stationärer Strömung und konstanter Momenteneinwirkung folgt aus 
G1.(12-29): 


_.- _— —n 
Ex: xm.c ) s” M; a ; der Radiusvektor geht von einem 
Momentenbezugspunkt O0 aus,Es ist 


1.2 1.2 danach: 
r, X m.c, -'r] X m.c] = At. M, oder 


(12-31). 


(12-33). 


Analoge Betrachtungen sind anzustellen bei einem dicken Stromrohr 
und im Volumenbereich.Im wesentlichen interessieren die Zusammenhänge 
bei einer Stromfadenströmung. 


12.3.3. Beispiele 
1.Beispiel 


Ein von Wasser durchströmter,horizontal gelagerter Rohrkrümmer wird 
in Bild 12-26 gezeigt.-Angaben: d, = 0,2 m ; d, = 0,1 n;cX= 35; 
ß = 45° ;c,=2 m/s; r=0,25 m; p,, = 0,2 bar. - Man ermittle: 


a) den Volumenstrom V bei stationärer Strömung; 
b) die-Strömungsgeschwindigkeit DE 


ce) 
d) 


&) 
h) 


den statischen Überdruck Pay R — — 

die Impulsströme am Ein- und Austritt T.; und I; ‚wobei es sich 
um eine Stromfadenströmung handeln möge (also enges Stromrohr!), 
was eine Vereinfachung darstellt; 

die Überdruckkräfte EB und Fa _ ; 

die gleichgewichtshaltende Kraft En ; sie wirkt von der Wand auf 
den Kontrollraum und ist als Stützreaktion zu verstehen aufgrund 
der Druckverteilung entlang der Rohrinnenwand .Man bestimme diese 
Kraft der Größe,Richtung und lage nach auf grafische Art; 

ebenso auf rechnerische Art; 


die Kraftwirkung auf die Wand F, . 


Lösungen: 


a) 


\: 


Der Volumenstrom berechnet sich einfach nit G1. (11-21): 


= 


a Lageplan: Icm =50 mm 


c Kräfteplan: icm=100N 


er ee A 


SF= 1-6, Bun’ se “RU =0 


2 


I BILD 12-26 
7 _ _I Ti 2 _ 2 = 3 
V=A,.c, = (X/4).dT .c., = (N/4).0,2°.2 = 0,0628 m/s. 
a 1°1 2, | ERITREA 
b) 0, : 
Die Kontinuitätsgleichung nach 61. (11-20) ergibt: 0.47 = 0,.d5 ; 


= 2.(0,2/0,1) = 8n/s ; 


c) Pay 


Die Strömungscharakteristik lautet: stationär;inkompressibel;reibungs- 
frei;ohne Arbeitsaustausch;horizontal.-Damit kommt die Bernoulliglei- 
chung nach G1.(12-6) zum Zuge: 


2 2 
Pp-.: + p c Pr: + p c 
lu 220 +—. + 8.2, = ud FEN 8.2 ‚was mit z,=z, ergibt: 

Q 1 Q 2 1.2 

2 2 

c< c@ pe 8° 
Po = Ba + =: Day = 0,2.10° 4 — -—; Ppy, = 0,1997 bar. 
2 2_| 2 2 une 

r m 

d) I ; I, s 


Impulsströme berechnen sich nach 61. (12-23): 


2532 


I= 9.4.0“ ; I, =1000.(27/4).0,2°.2° ; I, = 125,660; 
I, = 1000.(7/4).0,1°.8° ; I,=5028,5N. 
e) F 1 und F 2 : 
a 2 3 % 2 r. 
F ul = (%/4).0,2°.0,2.10° ; Fo” 628,32 N; 
= 2 DS = 
F 2 = (7/4).0,1°.0,1997.10” ; F 2” 156,84 N. 


f) Fi ( grafische Lösung ) : 


Zur Ermittlung von Fir gehe man von einer Gleichgewichtsaufgabe aus. | 
Alle am Kontrollraum einwirkenden Kräfte halten sich das Gleichgewicht: 
Aussage der G1.(12-25),auch Impulssatz stationärer Strömungen genannt. 
Nach dem Erstarrungsprinzip betrachtet man den Kontrollraum,der nach 
der dritten Regieanweisung von Seite 268 (unten) so ausgewählt worden 
ist,wie es Bild 12-26,Pos. b,zeigt,als einen augenblicklichen Festkör- 
per,so daß die Erkenntnisse aus der Statik für Festkörper entsprechen- 
de Anwendung finden,wie zB 
- Drei Kräfte können sich nur das Gleichgewicht halten,wenn 
ihre Wirkungslinien sich in einem Punkte schneiden und wenn 
das Krafteck sich schließt. 
- Ist der Körper im Gleichgew. „dann ist es auch jeder heraus- 
getrennte,freigemachte Einzelteil. 
-— Die Kraft Fir ist die unbekannte gleichgewichtshaltende 
Kraft von der Wand auf den Kontrollraum;die entgegengesetzt | 
| 
| 
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wirkende,gleich große Kraft Fr = - Fr ist die Kraft, 
die vom Kontrollraum,also vom Fluid aus,auf die Wand wirkt. 


-— Ist die Kraft Br gesucht,dann empfiehlt es sich,zuerst 
die Gleichgewichtsaufgabe zu lösen und zum Abschluß der Auf- 


gabenlösung einfach den Richtungssinn umzukehren! 
Den in der grafischen Statik üblichen maßstabsgetreüuen Lageplan fin- 
det man in Bild 12-26,Pos. b.Die vier bekannten Kräfte: L, ; Foul 
I, und Fu werden angelegt.In Bild 12-26,Pos. c,ist dann der maß- 
stabsgetreue Kräftezug angegeben.Das Krafteck wird von der gesuchten 


A h 
Kraft Fr geschlossen. Damit liegen Größe und Richtung der Kraft fest: 


Fl = 1095 N bei {= 88° (in den IV.Quadran- 
ten wirkend).-Verschiebt man nun diesen Kraftvektor parallel zu sich, 
bis er durch den Schnittpunkt S0 im Lageplan hindurchgeht,dann kennt 
man auch die Lage der Wirkungslinie von Be (Bild 12-26,Pos. b).- 
Nunmehr kehrt man den Richtungssinn von. 7, um : Das Ergebnis ist die 
gesuchte Kraftwirkung auf den Rohrkrümmer F, !- (Vorgriff von h)). 


&) Fu ( rechnerische Lösung ) : 


Da ein zentrales Kräftesystem vorliegt (Schnittpunkt SO),schreiben 
sich die beiden rechnerischen Gleichgewichtsbedingungen folgendermas- 


sen an: a _ u 
(1.) 2, Fa = 0 und (2) 27, 5 0 i 


Vgl. auch G1.(5-1) und (5-2).Danach dürfte es also nie das Problem 

des Momentengleichgewichts geben,weil wegen der Fluidität keine Momen- 
te übertragbar sind.Seit Abschn. 12.3.2 weiß man aber,daß auch Momenten- 
wirkungen möglich sind: Diese Realität ist an die Anwesenheit fester 
Wände gebunden. -Demnach ist der Hinweis auf ein zentrales Kräftesys- 
tem im vorliegenden Beispiel,wonach die Momentengleichgewichtsbedingung 
3.)2 M, = 0 wegfällt,nicht überflüssig. 

Bild 12-27 zeigt einen qualitativen Lageplan mit angelegten Kräften. 

Zu beachten ist folgende 
wichtige Erkenntnis aus 

der Statik: 


(a)Bei rechnerischen Lösungen 
dürfen die Komponenten 
unbekannter Kräfte in be- 
liebiger Richtung ange- 


nommen werden. 
BILD 12 - 27 (b)Eventuelle Reibungskräfte 
müssen,selbst wenn sie 
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unbekannt sind,in der korrekten Richtung eingetragen werden.Man 
erhält sie durch eine virtuelle Verschiebung. 


(ce) Ist ein Komponentenergebnis negativ,so bedeutet dies,daß die ur- 
sprüngliche Richtungsannahme falsch war.Erst nach Abschluß der 
gesamten Rechnung kehrt man im qualitativen Lageplan die Pfeil- 
riehtungen um;ansonsten kann man durch Abhaken die Richtigkeit 
der Richtungsannahme quittieren. 


Es folet an: (1.)Ir,=+L,+ Ei _ Bess ee: 
2.) Zr, =+ a er Tas Fe Es ar 

Datenbeschaffung: 

ee = I. .sin& ; F ülx = Fu ER: ee = I,.sinß; F oi2x = Fu sin ; 

Ein = I, .c08 X ; F oily = F u 08% ; I = 1,.c0sß; F a2y — Fü2 08. 

Somit folgt: 

(1.): Es = 125,66.sin35° + 628,32.sin35° - 502,65.sind5° - 156,84.sind5 
F. = - 33,860 . 

2: En = 125,66.c0s35° + 628,32.00s35° + 502,65.00s45° + 156,84.cos45 
y = + 1083,95 N. 


Die Richtungsannahme von Fix ist falsch gewesen,diejenige von Pay 

u 
richtig (abhaken im Lageplan).Die Kraft F! wirkt in den IV.Quadran- 
ten hinein.-Der Betrag berechnet sich mit 


RFTIEN Den | 
_ ' t — 
Pi = IE + Fı2 = \ 33,86° + 1083,95° = 1084,48 N . 


Man stellt aufgrund der Zeichenungenauigkeit einen Fehler von 1% fest 


gegenüber der grafischen Lösung.-Außerdem folgt: 
t i 
ta f = |P9, | / Fu, =,33,86/1083,95 ; [= 1,7899 . 
“Mit Hilfe des Momentensatzes ließe sich auch noch die genaue lage der 
Wirkungslinie bestimmen. 


— 
h) Fu : 


Nach den Bemerkungen auf S.273 (oben) muß man jetzt nur den Richtungs- 
P —u . 
pfeil umkehren,d.h.: die Kraft Fu wirkt vom Kontrollraum,also dem 


Fluid,in Richtung des II.Quadranten. 


2. Beispiel 

Aus einer Düse gelangt ein Wasser-Freistrahl auf eine Prallplatte.- 
ie groß ist die Kraft auf die Wand Fi ? -— Die Anordnung ist’ dem 
Bild 12-28 zu entnehmen. 


En 


t 


b KONTROLLRAUM 14=, (12) -usune 

Ohne Schwerkraftein- 
fluß verteilt sich das 
Wasser symmetrisch.Der 


Kontrollraum wird wie- 
der so gewählt,daß 
eine feste Wand,Strom- 
linien und Normalen 


dazu die Begrenzungen 


TEL SL L LE 


darstellen. 


BILD12-28 2 
Die Kontrollebenen 2 
und 3 sind übrigens 

so weit entfernt gelegt worden,damit Wandnormalen auch senkrecht auf 

den darüber befindlichen Stromlinien stehen: Damit entfallen mögli- 
che x-Komponenten der Impulsströme is und I, '-Da im Freistrahl und 
um den Freistrahl herum überall der gleiche statische Druck: P„,der. 

Atmosphärendruck,vorhanden ist,entfallen bei der Kraftangabe am Kon- 

trollraum (Bild 12-28,Pos. b) die Überdruckkräfte.Da sich aus Symme- 

triegründen die Impulsstromwirkungen in z-Richtung aufheben, bleibt 


nur die Untersuchung des Kräftegleichgewichts in x-Richtung: 


I = Fu = 0, . -Datenbeschaffung: I, = O «A, .c 


ZFxi-” 1 Wo | 
' 

Die gleiöhgewichtshaltende Kraft heißt F,= 9 ..A].cı .Da sie ein 

positives Ergebnis erwarten läßt ist die Richtungsannahme nach links 

korrekt. Somit wirkt das Fluid aus dem Kontrollraum heraus nach rechts 


auf die Prallplatte mit 
2 2 { 
Fr =9.A].C] Ö (12 34). 


2 
1 [2 


3.Beispiel 
bin Wasserstrahl trifft auf eine schräg angestellte Platte,Bild 12-29, 
Pos. a.- Es handle sich um ein ebenes Problem,so daß mit einer Tiefe 


= 16>= 


(senkrecht zur Bildebene) von b = l m gerechnet werden möge.Angaben: 
B=0,1m: c, = 1,5 m/s; X = 60°,-Man ermittle: 


l 
a) den Volumenstrom Vv ; 
— 
b) die Kraftwirkung des Strahles auf die Wand Fr 5 


c) die Volumenströme V, und Vz i 


BILD 12- 29 


Lösungen: 


a) V, : 


Mit G1.(11-21) folgt: V] = B.b.c 


0 m’/s. 


ee 
b) Fu: 

Bila 12-29,Pos. b,zeigt den Kontrollraum,der von Stromlinien,der festen 
wand und Normalen zu den Stromlinien gebildet wird (s.S. 268).Druckkräf- 
te im Strahl entfallen,da es sich ja um einen Freistrahl handelt.Es hal- 
ten sich. die drei Impulsströme: I ; (-I,),(-L2,) und die Kraft von der 
Wand auf den Kontrollraum das Gleichgewicht: F!, .-Die beiden Gleich- 


W 
gewichtsgleichungen lauten: 


() Fe =0: ' 4 u+ 21, =0 


aut n = I oo = : i 
(25) 27, -0: Int O0 .- Hieraus folgt sofort: 


®s 


Pl, = 9 .A.c] . sinX= 1000.0,15.1,5.sin 60° = 194,86 N .-Nach Pfeil- 
umkehr erhält man die Kraft vom Fluid auf die Wand! 


(12-35). 


c) v; und Y7 : 


Aus der ersten Gleichgewichtsbedingung ergibt sich: 


9.V2.C2 - 9 .V2.0, + .V].C].005& = 0 ;dac,=c,= ez gilt, 
.. r ® eo . 
folgt nach Kürzung: V, 5 V, 4 V].005&% = oO... 


Eine weitere Bestimmungsgleichung liefert die Kontinuitätsbedingung: 
® 4 


Aus diesen beiden Beziehungen erhält man: 


<Qe 
1 


In’Zehlen: V, = 0,1125 m’/s und V, = 0,0375 m?/s. 


4.Beispiel 


Wie ‘im zweiten Beispiel trifft ein Wasserstrahl eine Prallplatte.Die- 
ses Mal aber ist die Platte als Fahrzeug zu verstehen,weil sie sich 
mit der Fahrzeuggeschwindigkeit v nach rechts bewegt,Bild 12-30, 
Pos. a.-Angaben: d=0,1m; v= 0,5 m/s; = 1,5 m/s.-Man ermittle: 


a 


BILD 12-30 


a) die Kraft F, ‚mit welcher der Strahl auf die Platte (Fahrzeug) 
einwirkt; 

b) die auf das Fahrzeug übertragene fluidische Leistung P; 

c) das Geschwindigkeitsverhältnis v/e, ‚für welches maximale lLei- 
stung übertragen wird. 
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Lösungen: 
a) FR, : 


Da die Impuls-Aufgaben aus didaktischen Gründen zunächst immer als 
Gleichgewichtsaufgaben verstanden werden mögen,ermittle man als ers- 
tes die Kraft von der Wand auf den Kontrollraum (Bild 12-30,Pos. b): 
Eu .-Es gilt sofort Zee 2 - Fr, =0 . 

Problematisch ist hier nur die Ermittlung des eintretenden Impuls- 
stromes; I ‚Das dynamische Gleichgewicht am Kontrollraum fußt auf 


1 
dem relativen Massenstrom und der Relativgeschwindigkeit,weil sie al- 


lein spürbar auf das Fahrzeug einwirken.Man beachte auch G1. (11-19) 
und Beispiel 18 von Abschn.12.2.2,Seite 264. 


(12-37). 


1000.(7/4).0,1°.(1,5 - 0,5)° = 7,854 N . - Mit der gleich gros- 
sen Kraft entgegengesetzter Richtung wirkt der Strahl auf die Platte. 


Ik 
I 


Ve 
Die Leistung berechnet sich bekanntlich mit 


BE 2 
und zwar für das Fahrzeug.-In Zahlen: P = 7,854.0,5 = 3,927 4. 


ce) (v/e))opt : 

Wenn man die Leistungsgleichung P = 9. .(o-v)°.v = “A «(0° .v-2.0.v°4V?) 
nach v differenziert und null setzt,dann ergibt die Lösung einer 
quadratischen Gleichung eine Lösung für die minimale Leistung bei v=c 


(Leistung null) und eine Lösung für die maximale Leistung: 


ar Br Allee Er 


5S.Beispiel 


Das Prinzip eines unterschlächtigen Wasserrades ist in Bild 12-31, 

Pos. a ‚gezeigt.-Angaben: Wassergeschwindigkeit c,= 2 m/s; Fahrzeug- 
geschwindigkeit versteht sich hier als Umfangsgeschwindigkeit v=u=1,5m/s; 
Radbreite b =\0,8 m (zunächst näherungsweise gleich der Gerinnebreite B). 


Wassertiefe H = 0,2 m. - Man ermittle: 


—— 
a) die Kraft auf eine Schaufelplatte Fj ö) 
b) die übertragene fluidische Leistung P; 
c) die maximal übertragbare fluidische Leistung F und die dazu- 


max 
gehörige optimale Umfangsgeschwindigkeit Yopt; 


d) den Wirkungsgrad . 
Lösungen: 


> 
a) Fu: 

Trotz Wellenbildung verwende 
man einen quaderförmigen Kon- 
trollraum (Bild 12-31,Pos. b). 


_1I _TI_ . 
hi; 


BE SE WE = . 
Fr) = I-I m.(c, 0,9; 


W 2 Fu|=|F,|- 
Der kinetischen Energie des Über- 
wassers wird Arbeit entzogen, 
so daß c,<c, ist.Damit bewegt 
sich das Wasserrad zwangsweise 
mit einer Geschwindigkeit c', 
die zwischen c. und c, liegt. 


1 2 
wegen der Verlangsamung ist die 


Xanalführung nur bis vorzunehmen,damit sich der Wasserstrom aus 


x 
WR 
Kontinuitätsgründen verbreitern kann.-Ermittlung der mittleren Durch- 
strömungsgeschwindigkeit: Entzug der kinetischen Energie ist gleich der 
verrichteten Arbeit:0,5.n. (c2-c5) = m. (c]-0,).c' ; c'=(c,+0,)/2 Ne 


Bis zum Rad ist die Strömungsgeschwindigkeit schon zur Hälfte abgebaut. 


(12-38a). 
Volumenstrom in Höhe 
Schaufelkraft: 

(12-38c) 
Schaufelleistung: 


Maximale Schaufelleistung: 


Mit Ac=c. -c 


| - ©, wird P=P.Ä.Ac.(e -Ac/2)“; Maximm bei äc = 2/3.c, ! 


> Di, = 0/27. OB.He, (12-38e). 


In Zahlen: 


Ey 


= 1000.0,8.0,2.0,5.(22-1°) N; RPÄ=2M40N . 
b) P: 


Mit G1.(12-384) folgt: P = 240.0,5.(2+1) = 360W . 
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ce) u e:D : 
max max 8 : 
G1.(12-38 e ) : En 4/3 m/s re nen W 
Paz = 379,264 . 
d) 7 : 
Definiert man den Wirkungsgrad > P/P, mit P,= 0,5.0.05 


dann erhält man: 


p,, = 0,5.1000.0,8.0,2.1,5.2° = 480 W . - 7 = 360/480 
Y=0,5 . 
Maximalwert: =:0, 19.4 


’ 


Die diesbezüglichen realen Wirkungsgrade liegen tiefer wegen der 


Reibungs- und Spaltverluste ! 


6.Beispiel 


#£ine Pelton-Turbine wird in Bild 12-32 prinzipiell dargestellt.Aus 
einer Düse kommend,trifft ein Wasserstrahl auf eine Becherschaufel, 
die den Wasserstrahl kraft einer Zentralschneide (Schnitt A-B) hal- 
biert.Zahlreiche Becherschaufeln sind gleichmäßig am Umfang der Tur- 


En 2 


KONTROLLRAUM 


BILD 
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binenscheibe verteilt.Da der statische Druck im Strahl überall gleich 
ist,heißt dieser Turbinentyp auch noch Freistrahlturbine.-Man ermittle: 


a) die Düsenaustrittsgeschwindigkeit bei einem Gefälle von H = 200 m; 
b) die Kraft F ‚die vom Strahl auf die Schaufel ausgeübt wird 
(Durchmesser des Wassersstrahls d = 0,15 m;Umfangsgeschwindigkeit 


usv- 35 ms; ß,=&°). 
c) die übertragene Leistung P ; | 
d) die maximal übertragbare Leistung P)az Und die dazugehörende op- 


timale Umfangsgeschwindigkeit u 
opt, 


Lösungen: 


a) co: 


Mittels der Torricelli-Formel (G1.12-11) berechnet sich die Düsen- 
austrittsgeschwindigkeit: 


—— 


m . 
b) Fu: 


Die das Gleichgewicht haltenden Kräfte sind in Bild 12-32,Pos. b,an- 
geführt: der eintretende Impulsstrom 2, ‚ die Reaktionen der beiden 
austretenden Impulsströne sowie die Xraft von der Schaufelwand auf den 
Kontrollraum Pr .-Aus Symmetriegründen heben sich die Kräfte in y'- 
Richtung auf,so daß es keinen Axialschub auf die Turbinenwelle gibt. _ 
Das Gleichgewicht in x'-Richtung (Fahrzeugkoordinatensystem) lautet: 


Dre En, Eee: 


i 1 ex’ 3x W 
Datenbeschaffung: I, = 9 .A].c0].(c, - u) ; 


hierfür ist folgende Überlegung anzustellen: Da genügend viele 
Laufschaufeln am Umfang verteilt sind,schneiden sie den mit Absolut- 
geschwindigkeit ankommenden Wasserstrahl in Stücke auf von der Länge 
einer Schaufelteilung;die in Drehrichtung forteilende Schaufel hat 

also keine Zeit,dem Absolutstrahl zu entgehen.So erklärt sich der Sach- 
verhalt,daß der Massenstrom eben nit der Absolutgeschwindigkeit ge- 
bildet werden muß.Da in der gezeichneten Schaufelposition die Fahr- 
zeuggeschwindigkeit voll zum Tragen kommt,ist die Strahlkraftwirkung 
auf die Relativgeschwindigkeit zurückzuführen.-Da der Strahl halbiert 
wird und die Geschwindigkeiten gleich sind,folgt: 
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Wenn man näherungsweise für den Erstentwurf W u W) annimmt, 
dann gilt: > 32 
Ing = Inyı = 0,5. 9 +] -0]- lc] - u).cosfl, . 
Somit folgt nach Richtungsumkehr von Fr für die Kraft auf die Schau- 
fel: 


Fo =9.A,.0].(c, - u).(1+ cos ,) (12-39). 


In Zahlen; 
F. = 1000.(7/4).0,15°.62,64.(62,64-25).(1+c0s 8°) = 82,925 kl. 


3 
PR —_—__—_—_ —— 
e) P: 


Die bekannte Gleichung P=F . au führt zu: 


= 82 925 . 25 = 2,0753 MW. 


P 


Die ausführliche Leistungsgleichung heißt: 


P=9.(R/4). ad. co, »(e] - well + cosß,) . u | (12-40). 


Durch Differenzieren und Nullsetzen ( dP/du = O0 ) erhält man,da die 
zweite Ableitung negativ ist,ein Maximum für die Leistung bei 


=0,5.c (12-41). 


Yopt l 


Der Ausdruck für die maximale Leistung heißt danach: 


Pax = (W16).9.7.d?.c}.(1 + cos)| (12-42). 


Pay = (1/16). 1000 .M.0,15%. 62,64° . (1 + cos 8°) ; 


In Zahlen: 


Piz = 2,1611 MW. 
Die optimale Umfangsgeschwindigkeit wird dann: 


Uopt ® 0,5 . 62,64 ; Uopt ® 31,32 mn/s . 
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7.Beispiel 


Ein Wasserskiläufer wird mit einer Fahrzeuggeschwindigkeit von 
v = 5 m/s geschleppt,Bild 12-33,Pos. a.-Hinter dem Wasserski sinkt 
das Wasserniveau um h = 0,15 m ab.Die Breite des Skis beträgt B=0,45n. 
Man ermittle: 
a 


a) die Zugkraft im Zugseil F, bei einer Skineigung von X = 25°, 
b) die erforderliche Zugleistung Pr,» 


BILD 12-33 


Lösungen; 


a) F, : 


In Bild 12-33,Pos. a,sind diejenigen Kräfte angedeutet,die auf den 
Wasserski einwirken: Gewicht des lWasserskiläufers Fa ; Skigewicht 
Far - Zugkraft F, ; Haltekraft Fr ; Stützkraft vom Wasser auf den 
Wasserski Fr ‚„Vernachlässigt man die Haltekraft F,dann ist die 
Horizontalkomponente von Fur letzten Endes betragsmäßig gleich der 
gesuchten Zugkraft F, . 
Die Problemlösung wird über eine Gleichgewichtsbetrachtung am Kontroll- 
raum (Bild 12-33,Pos. b) angestrebt.Ohne Dissipationseffekte halten 
sich dabei folgende acht Kräfte das Gleichgewicht: 
2 : eintretender Impulsstrom,der sich im dynamischen Gleich- 
gewicht (das Koordinatensystem ist fest mit dem Fahrzeug 
verbunden) mittels der Relativgeschwindigkeit ws vv 
(das Wasser selbst ist ja in absoluter Ruhe) berechnen 
1äßt : I =p.B.Hv.v=Q „BeH.vVE ; 
F : Resultierende aus der UÜberdruckverteilung infolge der 
Wassertiefe EH; 


F : Gewicht des Kontrollraumwassers (wird vernachlässigt); 
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ns : Stützkraft aufgrund der Druckverteilung am unteren 

Bee Kontrollraumrand; 

Ts : Reaktion des austretenden Impulsstromes 15 ;s aus einer 
Bernoullibetrachtung läßt sich zeigen,daß die drei 
Strömungsgeschwindigkeiten alle gleich sind: 
w=W,=w, = v !-Deshalb berechnet sich I wie 

u folgt: I =9.B.(H - h).v“ ; 

pü2 : Resultierende aus der Überdruckverteilung infolge der 
Wassertiefe h; Foul und Fnu2 werden wegen Geringfügig- 
je keit vernachlässigt; 

2: - Reaktion des een Impulsstromes T,;Berechnung: 

a Iz =9 .B.hz.V s 

Fir : Kraftwirkung vom Wasserski auf die Kontrollraummasse. 


Das vertikale Gleichgewicht wird nicht weiter verfolgt.Hier interes- 
siert das horizontale Gleichgewicht: 


0 [} t er 
BER =1 - I, +Fyı - I, = 0, ; in entwickelter Form lautet 
diese Gleichung: 


D .B.(H -_ n).v® - 9.B.H.v“ + Furgt 


- 9 .B.h2.v°.c080X = 0 ; 


Fury: =9.B.v°.(h + h„.c0os& ) i 


Die Höhe hz läßt sich über eine Kontinuitätsbetrachtung ermitteln: 


V_ =V, +7; BE v=B.(H -h).v + Behz.v; h,=h . Somit folgt: 


1 2 3 3 
; 
Fugı = F, =9.Bev°oh.(1+ cos). 

In Zahlen: 
F, = 1000.0,45.5°,0,15.(1 + cos 25°) = 3,217 kN . 
b) P, : 
Pz = F, « v = 3217 . 5 = 16,08 kV . 
— DD —— 
8.Beispiel 

A 


Ein horizontaler Wasserstrahl trifft auf eine vertikal stehende Platte 
mit scharfer Schneide,Bild 12-34,Pos. a.Ein Teil des Hauptstrahls wird 
zwangsweise der Platte folgen,der andere wird überraschenderweise um 
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den Winkelof abgelenkt.-Angaben: c, = 10 m/s; V 7% 03 m 3/5; 
Ve 0,012 m’/s .-Reibungseffekte sind zu vernachlässigen.-Man ermittle: 
a) den Ablenkungswinkel& ; 


b) die Kraft F auf die Platte . 
Lösungen: 
a)xX : 

— 5 in 
Das System verlangt die Ermittlung von drei Unbekannten: Vz ‚X und Fu! 
Somit sind drei Bestimmungsgleichungen zu erstellen: zwei Kräftegleich- 
gewichtsgleichungen nach Bild 12-34,Pos. b,und eine Kontinuitätsbezie- 


hung. 


BILD 12-34 
A)Zr, 0: UD-R - IN = 05; ER R i 
lm BEI ENT, 3 
2. 0:% ee ; 1,2 37 
2.) Z7,,=0: 5 2,3005; 


im Freistrahl kennt man wiederum keine Druckkräfte.Nach der Datenbe- 
schaffung folgt unter Beachtung,daß gilt c=%°- Cz s 


(1,)* ©. Ye - Fr 9. „Vz.c 3 008 ; Fi =9.c,.(V, - %, .COSsX); 
(2)' D-Vg.c, - 9.V2.0z.8in& = 0; v,= Vz.sin& ; 


Setzt man (3.)'in (2.)' ein,dann folgt: 


0,012) 


sinX = vw, - V,) ; in Zahlen : sinX= 0,012/(0,03 


X = 41,81°, 
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—ia 
2 
Die gleichgewichtshaltende Kraft Er berechnet sich aus den Bezie- 
hungen (1)' und (3)': e R R : 
Fir =9.0.. u _ (v -_ 1,).0ose| ä 


EL 3 
In Zahlen: Fi = 1000.10. [ 0,03 - (0,03 - 0,012).cos 41,81°] ; 


W 


rule || a5, 8 . 


Bemerkung: 


Eine ähnlich gestaltete Vorrichtung dient als Strahlablenker bei der 
Pelton-Turbine. | 


“ne 

Aus einer horizontalen Rohrleitung kommend,platzt das Wasser in eine 
plötzliche Rohrerweiterung hinein.Die Erfahrung zeigt,daß sich auf- 
grund von Reibungseffekten (Erläuterungen hierzu finden sich in Abschn. 
17) wirbelecken bilden.In den Wirbeln steckt Rotationsenergie,die der 
Transportenergie entzogen worden ist und sich allmählich in Reibungs- 
wärme umformt.Die Systemanordnung zeigt Bild 12-35,Pos. a.In der Ebe- 
ne l war die 
wWirbelenergie 
noch als Trans- 
portenergie vor- 
handen;in der 
Ebene 3 steht 
sie nicht mehr 
als Transport- 
energie zur Ver- 
fügung im Sinne 


BILD 12 - 35 


der Bernoulli- 
gleichung,die ja 
das Wechselspiel mehrerer Erscheinungsformen von Transportenergie in 
der Gesamtsumme innerhalb eines‘ Stromfadens verfolgt.-"Man ermittle: 

a) den Druck in Ebene 3 im Falle verlustloser Strömung Pz s 

b) den Druck in Ebene 3 im Falle der Wirbelbildung Pzı 5 

c) Größe und Bedeutung des Druckunterschiedes Ap = Pz = Par » 


Angaben: d = 0,08 m; D = 0,18 m; ce, = 10 m/s; PR, =5bar. 


Be 


Lösungen: 
a) Pa : 
Für einen mittleren Stromfaden zwischen den Kontrollebenen 1 und 3 


liegt folgende Charakteristik vor: stationär,inkompressibel,reibungs- 
frei und horizontal.Damit lautet die Bernoulligleichung nach G1.(12-6): 


2 2 
pP] 1 Pz O2 ES 
tt — = —Hr — ; die Kontinuität ergibt: c,.A, = c„.A, : 
9 O ı°ı 23 
2 2 
10° 1,975° 
es 5 ZA ER: 
= 10.(0,08°/0,18°) = 1,975 m/s .Damit wird Pz = 310 10 
Pz = 3,4805 bar. 
b) Pa : 
Dieser Druck wird mittels einer Kräftegleichgewichtsbetrachtung am 
Kontrollraum (Bild 12-35,Pos. b) ermittelt. 
. “ 1} s 
ee =0: L+F, -F.,-I =0 . - Die Datenbeschaffung 


Ä 1 p2 p3 3 | 
ist bis auf F 2 un- 


problematisch.-Allgemein gilt,daß es senkrecht zu parallelen Stromli- 
nien keinen Druckgradienten gibt,weil kein Anlaß besteht,eventuelle 
Zentrifugalwirkungen zu kompensieren.Da nun aus Trägheitsgründen die 
Stromlinien an der Sprungstelle der Querschnittserweiterung 1/2 noch 
kurzzeitig quasi-parallel sind,gibt es senkrecht zu ihnen keine Druck- 
änderung,weshalb sich der Druck pP] auch in der Ebene 2 antreffen 
läßt. Die Richtigkeit dieser Überlegungen wird durch Experimente nach- 
gewiesen, Damit folgt: 


2-2 2 2 rn 2 2 
9. M/A).d”.c) + p].(M/4).D u (M/A).D.p: - 2 .(°/4).D .,=0. 
Daraus ergibt sich: a® 
Pz = 2. 37'%1 + pP, 7 9.c : s in Zahlen: 
Fee ee DEE a en en 


Pa. = 1000. (0,08/0,18)°.10° + 3.10° - 1000.1,975°  ; 


Pa = 3,1585 bar . 


c)Ap: 
Zunächst beträgt der Druckunterschied 
Ap = P3 ” Paı = 0,322 bar . 
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Dividiert man diesen Druckverlust durch die Dichte des Fluids,dann 
erhält man eine massenspezifische Dissipation,die sich zunächst in 

den Wirbeln als Rotationsenergie und später stromab als Reibungswär- 

me wiederfindet.Man kann also den Druckverlust über eine Temperatur- 
messung feststellen. 

Bei der plötzlichen Rohrerweiterung spricht man auch vom "ideal schlech- 
ten" Diffusor.Der Druckverlust ist auch unter dem Namen "Carnotscher" 
Stoßverlust bekannt.-Obige Ableitungen erlauben auch folgende Schreib- 


weise: 


(12-43). 


10.Beispiel 


Die Sohle eines Wassergerinnes von rechteckigem Querschnitt ist um 
den Winkel geneigt,Bild 12-36,Pos. a.An der Stelle C liegt ein 
Knick im Sohlenverlauf (allgemeiner gesprochen eine Störstelle) vor. 
Dadurch entsteht unter gewissen Bedingungen eine Anhebung des Wasser- 
spiegels bei entsprechender Geschwindigkeitsverringerung.Man spricht 


SCHNITT A-B b 


0 BILD 12-36 ö 


sinnigerweise von einem Wassersprung.-Angaben: X = 10°; c, = 4,5 m/s; 
h, =1,5 m; b= 2 m.- Man ermittle unter Vernachlässigung der Seiten- 
wandreibung: 

a) den allgemeinen Ausdruck für. die Strömungsgeschwindigkeit 055 

b) den allgemeinen Ausdruck für die Wassertiefe h, ; 

c) die Voraussetzung für die Möglichkeit eines Wassersprungs ; 

d) die kritische Strömungsgeschwindigkeit; 


e) betragsmäßige Werte für c,undh, » 
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Lösungen: 


a) co, : 


Die Kontinuitätsgleichung,61. (11-20) ,liefert sofort folgenden Zusamnmen- 


hang: C].b.h, = Cn+b.h, : 


u) = ce . (h,/h,) (1). 


b) h,: 


Nach den auf 5.268 zusammengestellten Richtlinien für die Aufstellung 
eines Kontrollraumes entsteht Bild 12-36,Pos. b.Es interessiert hier 


nur das Kräftegleichgewicht in x-Richtung: 
" t 


2, =0: l, + sul - 15x - 2 = OD ;. mit der Datenbeschaf- 


fung läßt sich dann angeben,sofern man nach Bidone auf den Einfluß von 
cosıX verzichtet - sonst stieße man auf eine kubische Gleichung: 


2 h} h5 2 
Q.b.h].0] + Q .ı£&. .b -— Q TIEREN 6 -9.b.h,.c, = (0) O 
2 2 


Das führt zu einer quadratischen Gleichung: 


(2). 


c) Bedingung für Wassersprung: 


Sie erhält man für den Grenzfall,daß es zu keiner Spiegelanhebung 


kommt: h,=h, ! - Setzt man diesen Wert in (2) ein,dann folgt: 


°] = ©] Grenz &-.h] (3). 


d) C) krit ” ©] ‚Grenz 


C] krit = \[9 81:13 5 °C] ,krit = 3836 m/s . 


Immer dann,wenn die Strömungsgeschwindigkeit c] größer als die 
kritische Geschwindigkeit ist,spricht man von schießendem Abfluß,der 

bei einer Sohlenstörung zu dem Phänomen Wasserstoß führt.Sonst ist die 
Rede von strömendem Abfluß.-Im vorliegenden Beispiel ist mit ce, = 4,5 m/s 


2,250 = 


die Voraussetzung für einen Wassersprung erfüllt. 


e) c,. undh, : z 
Bene 1,5 u 
Mit (2) ergibt sich jetzt: he 4 (1,5/2)” + ——— ; 
2 9,81 
h=1,85n . 


11.Beispiel 


Aus einem Fahrzeug strömt Wasser aus,Bild 12-37,Pos. a .Da AA, 
angenommen wird,soll in der AÄnfahrphase stationäre Strömung vorlie- 
gen.-Angaben: A, = 5.10”* m“ h, = 0,81; e = 1000 ke/m’.-Man er- 
mittle: 

—Bm. 
a) die Kraftwirkung auf das Fahrzeug Fu; 
b) die Art der Fahrzeugbewegung in der Startphase. 


BILD 12-37 


Lösungen: 


— 
a) Fu: | 
Feste Wände und Normalen zu den Stromlinien bilden die Kontrollraunm- 
begrenzung (Bild 12-37,Pos. b).-Das interessierende Kräftegleichge- 
wicht in x-Richtung lautet: 

N 


2 25 zu püx, links T I, = F üx ‚rechts = = = 


| püx,rechts ” Fpüx,links " Wı , 


e 
I 


man Setze 


dann folgt auch: 


s E 
or F u © s Mit der Datenbeschaf- 
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fung erhält man für die resultierende Druckkraft von der Wandung auf 


den Kontrollraunm: 


; (12-44). 


1 - ==> 
Kehrt man die Wirkrichtung von Fr um,dann erhält man die gesuchte 
Kraft F ‚äie vom Kontrollraum auf die Wand einwirkt !-Die Strömungs- 


W | 
geschwindigkeit berechnet sich bekanntlich mit w, = [2.e-h] ‚so daß 


insgesamt folgt: 


F, = 2.9.8-A,.h, R In Zahlen erhält man: 


vw” 


F,= 2.1000.9,81.5.10”°.0,8 = 7,8480 . 


b) Bewegungsart: 


Wegen der vorausgesetzten Stationarität bleibt die Austrittsgeschwin- 
digkeit konstant,so daß sich auch die Schub- oder Rückstoßkraft nach 
G1. (12-44) nicht ändert.Wird aber ein freibeweglicher Körper einer 
konstanten Krafteinwirkung ausgesetzt,dann stellt sich eine gleich- 
mäßig beschleunigte Bewegung hier ein. 


12.Beispiel 


Ein ebenes und ruhendes Schaufelprofilgitter wird durch die Strömungs- 
front AB von der Geschwindigkeit c] ‚gemessen weit vor dem Gitter, 
angeströmt.Die Neigung zur x-Achse beträgt X, ‚Bild 12-38,Pos. a. 

Die Erfahrung zeigt,daß das Fluid weit hinter dem Gitter unter dem 
Winkel & abströmt.-Äußerst wichtig ist hier zu wissen,daß ein ide- 
ales Fluid. (s.S. 180) ohne Umlenkung das Gitter passieren würde.-Nan 
gehe ja in diesem Buch immer von einem natürlichen Fluid aus.Im vor- 
gelegten Beispiel handle es sich.um eine wirbelfreie Zuströmung, so 

daß von einem vollkommenen Fluid gesprochen werden kann.Offensicht- 
lich trägt nun das Gitter zur Drehung der Strömungsfront bei (Kroo)» 
weshalb nach den Erläuterungen von 3.221 die Zone 2 vorliegt,die wir- 
belfreie Strömung mit Zirkulation genannt wird.Wie es zur Ausbildung 
dieser Zirkulation kommt,wird in Abschn. 18.1 gezeigt ! - Man ermittle: 
a) die x-Komponente der Kraft vom Fluid auf eine Schaufel Fix 
b) die y-Komponente der Kraft vom Fluid auf eine Schaufel Fuy s 
c) die resultierende Kraft vom Fluid auf eine Schaufel Eu 
d) ebenso F, ‚aber nun unter Einbeziehung der Zirkulation [; 
e) Bemerkungen zur Richtung der Schaufelkraft . 


KAISGEEn 
777 GdLLL2/ 


x 
wG,\ 


b=Schaufellänge 
LBildebene 


2 BILD 12-38 
Lösungen: 
a) F : 


Wx 
Den Kontrollraum,in dem eine mittlere Schaufel eingebettet liegt,fin- 


det man in Bild 12-38,Pos. b.Längs der den Kontrollraum begrenzenden 

Stromlinien heben sich die Druckverteilungen aus Symmetriegründen ge- 
genseitig auf.Es halten sich deshalb folgende Kräfte das Gleichgewicht: 
Druckkräfte am Ein- und Austritt,der eintretende Impulsstrom,die Reak- 
tion des austretenden Impulsstromes und die Xraft von der Schaufel 

auf das im Kontrollraum eingeschlossene Fluid.-Die Komponenten der un- 
bekannten Kraft dürfen beliebig in der Richtung angenommen werden.Das 

Vorzeichen nach erfolgter Rechnung bestätigt oder verneint die Rich- 


tungsanrfahme ! - Das Kräftegleichgewicht in x-Richtung lautet: 
® u L S 
Z Fr >09: I].008%, + Fu) - Ieosu, -PFoa+n,= 0 . 
Datenbeschaffung: ' 
o . ' 
“ 
Der Volumenstrom berechnet sich nit V= t.b.c,, = t.b.c,, : damit 
ist n Ex 
ix. 7.722 ° 


Die Gleichgewichtsgleichung vereinfacht sich: 


Br =t.b.(p, -2) - (a). 


Mittels der Bernoulli-Gleichung gilt für eine Stromlinie (außer der 


Staupunktsstromlinie): 


2 2 
SU RT 2 
9 eo re rear —.(0, a I; 
2 2 2 
u. 2 2 
pP] = Po, —EERLUE | Sy %y ) . Setzt man diese Beziehung in (a) 
2 ze. 
ein,dann folgt: ; go 2 2 
Fuyg = .t.b.( y = 65, )< 0 nach 


2 


den vorgelegten Zusammenhängen.Also war die Richtungsannahme von F 
falsch. 


Die x-Komponente der Kraft von der Schaufel auf den Kontrollraum weist 


ÜUx 


nach links. 
Die x-Komponente der Kraft vom Kontrollraum auf die Schaufel ist also 
danach korrekterweise nach rechts gerichtet; 


(12-45). 


Die Vertauschung in der Klammer wurde nur deshalb vorgenommen, 


um einen positiven Wert zu erhalten. 


Di >08 I Ft I, = 0 5 
Datenbeschaffung: 
e ! ®. 


Das Ergebnis wird wegen Cy - y> O im vorliegenden Fall,positiv,wes- 
' 


halb die Richtungsannahme von Fuy richtig gewesen war.-Die Richtungs- 
umkehr führt zur Kraftkomponente vom Kontrollraum auf die Schaufel; 
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Die y-Komponente der Kraft vom Kontrollraum auf die Schaufel ist so- 
mit nach oben gerichtet. 


(12-46). 


—— 
ce) F, : 


Mit Hilfe der Beziehung 


(12-47). 


Diese Kraft weist hier in den ersten Quadranten hinein. 


d) F, unter Verwendung der Zirkulation: 


Nach G1.(11-49),5S. 216,erhält man für die Zirkulation beim Umlauf 
um den Xontrollraum: 


m —m -- -— vr. > ün- 
Be Pe.ar Ra learn +| Ra s 


(abcda) ab bc cd da 
[= (-0,,9.(-%) + (-2],).t R [= t.(e,, - °1y) (b). 


Diese Beziehung wird nun in den Komponentengleichungen eingebaut: 


c +c 
ly 2y 
61. (12-45): ne Beh]. ee 
2 


= Q .b. [Say N 


wenn man unter Sony den arithmetischen Mittel- 
wert der y-Komponenten der Geschwindigkeiten 
versteht; 


G1.(12-46): F, 


yzp’. [re], - - Faßt man die beiden 


letzten Beziehungen nach G1. (12-47) zusammen,so ergibt sich: 


a 
r,= 9... Se, =90.[.b. 


mit < als der mittleren Geschwindigkeit (Bild 12-38,Pos. c); 


= (1/2).(e) +05) (12-48). 
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Abschließend kann man unter Verwendung der Zirkulation für die 
Kraft auf die Schaufel notieren: 


F =9.[.2».e (12-49). 


e) Bemerkungen zur Richtung der Schaufelkraft: 


‚Bildet man beispielsweise tgß (Bild 12-38,Pos. c) im angedeuteten 
Kräfteplan mit den G1.(12-45) und G1.(12-46),dann erhält man: 
+ C2y)/2 
tg /} = ‚ein Wert,der sich 
°x auch dem angezeigten 
Geschwindigkeitsplan 
entnehmen läßt. 
Daraus ergibt sich die Gleichheit der ß genannten Winkel,was nun be- 
deutet: 
Die Schaufelkraft steht senkrecht auf dem vektoriellen 
Mittelwert der Durchströmungsgeschwindigkeit des Git- 
ters! 


G1.(12-49) und die soeben festgestellte Richtungsaussage bezüglich der 
Schaufelkraft sind der Inhalt des Kutta-Joukowskyschen Auftriebssatzes. 
Neben dem dynamischen Auftrieb spricht man auch von Quertrieb.-Wie der 
Geltungsbereich dieser Gesetzmäßigkeit vom Profilgitter auf den Einzel- 
flügel ausgedehnt wird,ist im folgenden Beispiel veranschaulicht. - 
Übrigens ist zum Richtungssinn noch zu sagen,daß die Kraft F, um 90° 
gegen die mittlere Durchströmgeschwindigkeit im Gegenuhrzeigersinn 
gedreht ist,sofern die Zirkulation im Uhrzeigersinn als positiv gewer- 


tet worden ist. 


13.Beispiel 


Bin einzelner unendlich langer Tragflügel wird durch eine Parallel- 
strömung von der Geschwindigkeit X ‚gemessen weit vor dem Flügel, 
angeströmt.Die sich einstellende Strömung bei der Tragflügelunströ- 
mung sei wirbelfrei,aber mit Zirkulation versehen,d.h.: Es liegt ein 
vollkommenes Fluid vor (kein ideales,sondern ein natürliches Fluid). 
Außerdem ist das Fluid als inkompressibel zu betrachten.-Man ermittle 


den dynamischen Auf- oder Quertrieb. 
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Lösung: 


Zur Untersuchung dieses ebenen Strömungsproblens wird ein kreiszy- 
lindrischer Kontrollraum mit dem Radius R herausgegriffen,Bild 12-39. 
Das Koordinatensystem ist 
parallel und senkrecht zur 
ankommenden Strömungsfront 
angeordnet.Die Flügelspann- 
weite heißt b . 

Am Kontrollraum halten sich 
folgende Kräfte das Gleich- 
gewicht: 

—tim 


EEE 


\— _ een F die Kraft vom Profil 
SS wo 


— \\ ne auf das Fluid im Kon- 
\ I Y- trollraun ; 
u ZF,, ‚die Summe aller Druck- 
0° ‘ kräfte von der fluidi- 
V A schen Umwelt auf den 
17 BILD 22-39 Kontrollraumjes handelt 


sich um eine Stütz-Reak- 
tion; 


— nn 


rk ‚die Summe aller eintretender Impulsströme und den Reaktionen 
der austretenden Impulsströme.-Somit läßt sich anschreiben: 


G1.(12-28) Dr, - cur: .AaV = O0 „was für das dynamische‘ Gleichge- 
wicht im Volumenbereich gilt; 
Fr, #7 Bi +2. Pe ce 
' — a | — x 
F, ar n.p.dA 9 c.p9 .aV = 6) . 


(A) (v) 


G1.(4.4.) G1.(12.28) 

und (5.4.) 
Bringt man Fr auf die andere Gleichungsseite,kehrt man also sein 
Vorzeichen um,dann erhält man die gesuchte Kraft vom Kontroliraum 
auf den Einzelflügel Fy : 


FR, = Frans 9.9. j 
| (A) (V) | 
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Diese Kraftvektoren werden nun alle auf die y-Achse projiziert,so 
daß man schließlich Fuy = FL ‚die dynamische Auftriebskraft,erhält. 


Bestimmung des Druck-Integrals: 


Die Bernoulli-Gleichung liefert: 
2 2 


Ro Go 


— + 
p 


u (e2 + e< + 2.cC c_.sin ) 
2 ® ® ® u° F 


pP 
er oo u oo 


2 
p=p+ (2/2).c -9.0,.0, sin =K-PD.c „.c,.sin@; 


in einem beliebigen Punkt P heißt die resultierende Geschwindigkeit 


ae — —n 
c = ce + ce ; 
( [eo -) u 


wobei man mit en die induzierte Geschwindigkeit vor sich hat.- 
G1.(11-52) hilft hier weiter: 


cu ["/(2.X.R) = const wegen R=const. 
| ARRBUEN : WENDE ET ER SE SB EEE AN RREREE 
Deshalb kann oben bei p mit der Konstanten K weitergerechnet wer- 


den. 2,7 


. £ i 
Be = | b.(K-9@.c, ..sin@P).sin@.R.d= -— .b.9 co. F% 
2 


(A) 0) 


Bestimmung des Impulsstrom-Integrals: 
27 


2 
|9.0,.0t = | D- 0 eN-Coo cb.R.d f = | DC, %o .coscp.b.R.dp - 
(0) 


(V) O 


ersetzt man im Integranden ey mit ey = - c,.coS Ff > - .cos f : 
dann folgt: 2.KR 
Fuer 2X 
. 2 ir $ 2 
eye a .Cc. cos N „b.R.dg= — (1/2).9 °C . To e 
2.U.R | | 
(v) 0 
En —— 4 


(12-50). 
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Das ist der allgemeine Beweis für den Kutta-Joukowskyschen Auftriebs- 
satz.Die Kraftrichtung ist wie im vorigen Beispiel um 90° im Gegen- 
uhrzeigersinn gegenüber der Anströmgeschwindigkeit gedreht,sofern der 
Drehsinn der Zirkulation im Uhrzeigersinn als positiv angesetzt wor- 
den ist, 


13. POTENTIALBEWEGUNG 

13.1. Einführung 

Wenn der Wirbelvektor in einem Fluidgebiet überall verschwindet,dann 
kann die Strömungsgeschwindigkeit in jedem Punkt P(x 5y,32,) durch 
partielles Ableiten einer skalaren Ortsfunktion,die Potentialfunktion 
(s.S. 218 und 219) heißt,ermitteln.Die Geschwindigkeitskomponenten 
lauten damit: | — 


Die beiden Differentialgleichungen der Stromlinien,G1. (11-9), führen 
letztlich zu zwei Stromfunktionen: Y(x,y) = Konst ‚G1.(11-33b) ‚und 
X (y,2) = Const.Die Stromfunktion Y entspricht allen Stromlinien,die 
in Parallelebenen zZ = const sich befinden;genauso entspricht die 
Stromfunktion X allen Stromlinien,die in Parallelebenen x = const 
sich befinden. 

Weiterhin mögen hier nur ebene Probleme ( z = const ) angesprochen 
werden.In einer ebenen und wirbelfreien Strömung gibt es also zwei 
entscheidende Funktionen zur Beschreibung der Strömungsvorgänge: die 
Potentialfunktion f und die Stromfunktion Y A 


13.2. Ebene Potentialbewegung 


Faßt man die Aussagen der G1.(11-33) und (13-1) zusammen,so ergeben 
sich nachstehende Gleichheiten: 


(13-2). 


#s ist ein interessanter,die weiteren Berechnungen vereinfachender 
Zufall,daß sich die Potential- und die Stromfunktion zu einer analy- 
tischen Funktion zusammenfassen lassen.-Eine Funktion heißt analy- 
tisch,wenn sie bei komplexer,unabhängiger Variablen z=x+ti.y 
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im ganzen Fluidgebiet stetig und eindeutig und damit eben differenzier- 
bar ist,-Identifiziert man in einer komplexen Funktion f(z) den Real- 
teil mit der Potentialfunktion <p und den Imaginärteil mit der Stron- 
funktion y ‚dann ist f(z) deshalb eine analytische Funktion,weil 

die beiden Gleichheiten in G1. (13-2) - sie sind unter dem Namen Cauchy-. 
Riemannsche Differentialgleichungen bekannt - erfüllt sind: 


f(z) = fix +i.y) = Plx,y) +i.Ylx,y) (13-3). 


Außerdem ist die Ableitung df(z)/dz von der Richtung unabhängig 
und deshalb nach allen Seiten gleich.So genügt also beispielsweise 
schon die partielle Ableitung in x-Richtung: 


af(z) 


(13-4). 
dz 


Die analytische Funktion wird komplexes Potential genannt,ihre Ablei- 
tung heißt sinngemäß "komplexe Geschwindigkeit". —- Ersetzt man in z 
die kartesischen Koordinaten durch 
Polarkoordinaten,so sind folgende 
Zusammenhänge zu beachten, Bild 13-1: 


x=r.cos 8; y = r.sin 6; 


-]x° + ye= |z| s 


r 
8 = arcte y/x ; 


x + i.y = r.(cos® + i.sin® ); 
i. 8 


2 z=x - i.y 
. (13-5) . 
BILD 13-1 
Multipliziert man df(z)/dz mit 
i.o 
e = 


(13-6). 


Darüberhinaus läßt sich für die beiden neuen Geschwindigkeitskompo- 


- 300 - 


nenten vermerken: 


13.3. Konforme Abbildung 


In der z-Ebene -— man nenne sie auch Stammebene - sind zwei Kurven: 

Ss] und 8, ‚die vom Punkt p(x,iy) ausgehen sollen,gegeben,Bild 13-2. 
Eine komplexe Funktion 
2(z) erlaubt die Übertra- 


z-Ebene oder Z-Ebene oder 
hy Stammebene a Abbildungsebene gung oder Abbildung en 
s, RAIN, E Punkten,Kurven BEESEEG 
1 1 chen aus der z-Ebene 
dz, (Stammebene) in die Z-Ebene 
(Abbildungsebene); 
> 
ö ; 
BILD 13-2 
(13-8). 


Diese Abbildungsfunktion darf wieder als analytisch bezeichnet werden, 
wenn sie den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 


oxX/dx = Y/dy und OX/dy=- ®Y/dx (13-9) 


genügt.Weil,wie schon auf 3.299 erwähnt,bei analytischen Funktionen 
die Ableitung nach z von der Richtung unabhängig ist,gibt es in ei- 
nem Punkt p für Z(z) nur eine Ableitung,die für alle Richtungen, 
die man von p aus einschlägt,gilt.Daraus folgt: a2, /dz, = a2,/dz, 
oder: dz. /dz, = a2, /d2, ‚was bedeutet,daß bei differentiellen Ände- 
rungen geometrische Bereiche winkeltreu bzw. ähnlich abgebildet wer- 
den,weshalb nach Gauß von "konformer Abbildung" gesprochen wird.-Bedeu- 
tung für ebene,wirbelfreie Strömungsfelder: Kennt man beispielsweise 
die Strömungsverhältnisse um einen umströmten Zylinder (ebenes Prob- 
lem),dann läßt sich durch eine Abbildungsfunktion,von der Stammebene 
ausgehend,das Strömungsgeschehen um einen anderen geometrisch verzerr- 
ten Körper in der Abbildungsebene bestimmen. 
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13.4. Beispiele 


l.Beispiel 


Von einem Strömungsfelad wird das komplexe Strömungspotential mit 


-1.X 
Eh f(z) = oc, .® .2 
Y, gegeben;zudem kennt man die 
„+ 7, Windgeschwindigkeit au = 2 m/s 
S y4 78 | SE sowie die Neigung der Strö- 
. 37 mungsfront gegen die x-Achse 
IB X = 45° ,Bild 13-3.- Man er- 
is EN mittle: 
ö X a) die Geschwindigkeitskom- 
L. ponenten in einem beliebi- 
BILD 13-3 gen Punkt c, undc ; 


b) die Funktion für de Strö- 
mungspotential Y und die Stromfunktion Y; 
c) die Gleichung für die Stromlinienschar Y(x,y) = Konst; 
d) eine physikalische Interpretation. 


Lösungen: 


a) C, und c 


Die Ableitung des komplexen Strömungspotentials erbringt nach G1.(13-4): 
-i1.X 

arl2)/dz = 65.8 = ic, = ‚(eos - i.sina() ‚wenn 

man auch G1.(13-5) beachtet. - 


= j = 2, 0° = 1,414 ‚cc, = 
C_ .cosK cos 45 414 m/s “y 


Elan o_ 
Sx Be .sinX= 2.sin 45°=1,414 m/s. 


0 


b) YundY: 
Aufgrund von G61.(13-3) 1äßt sich angeben: 


f(z) = c„ -(cosk -i.sink ).(x + i.y) = c,.(x.cosd+ y.sinX) + 


+ i.c, .(y.coso( - x.sinQ&). 


Der Realteil RTf(z) entspricht der Potentialfunktion und der Imagi- 
närteil ITf(z) der Stromfunktion: 


P(x,y) = c,.(x.cosX + y.sin&k) s 


ya) > .(y.cosf -x.sindk) . 
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c) Stromlinienschar: 


Schreibt man der Stromfunktion einen konstanten Wert zu,dann läßt 
sich die Gleichung für die Stromlinienschar folgendermaßen ermitteln: 


Yı(x,y) = 00.(y.cosX- x.sinX) = Konst; y=mx+b mitm=tsa& 


und b dem y-Achsenabschnitt. 
y=xı+b_. 


Ss handelt sich demnach um parallele Geraden von der Steigung 1 . 
Die Gerade y=x ‚auf der Y= 0 gilt,stellt eine Grenze dar für 
b<O und b> 0 ‚aber ohne physikalische Bedeutung (Bild 13-3). 


d) Physikalische Interpretation: 


Bei der Strömungsfront handelt es sich um einen konstanten Wind,der, 


von SW nach NO über eine Ebene bläst,und zwar mit = 2 m/s = 7,2 h 


2.Beispiel 


Für eine Eckenströmung bei X = X/2 kennt man das komplexe Potential 
f(z) = B.2° mit 


B= 0,2 1/s bei 
Wasser als Strö- 
mungsmittel.- 
Man ermittle: 


a) die Geschwin- 
diskeitskompo- 

nenten 1 und 

2 für den Punkt 

P,( 3m,3m) ‚Bild 

BILD 13-4 13-4 ,Pos. a. 

b) Geltungsbereich 


der Geschwin- 


digkeitsverteilung; 


c) die Potentialfunktion P und die Stromfunktion Y ; 

d) die Gleichung der Stromlinienschar V(x,y) = Konst ; 

e) den Volumenstrom,der eine rechteckige Fläche von OP. als Breite 
und h = 1 m (senkrecht auf Bildebene) als Höhe durchsetzt; 

f) die Druckkraft F_, auf einen Wandausschnitt von der Länge OD und 
der Breite b = 1 m,wenn der Überdruck in O: mit Poü = 0,1 bar 
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gegeben wird; 
&) eine physikalische Interpretation des Strömungsgeschehens; 
h) den Einfluß des Eckenwinkels auf die Geschwindigkeitsverteilung. 


Lösungen: 

a) C,] und ey 

G1.(13-4): df(z)/dz = 2.B.z = 2.B.(x + i.y) = c.= i.c, ; 

7 2.B.X,= 2.0,2.3 = 152 m/s ; Mu -2.B.y, = -2.0,2.35 = = 1,2 m/s u 


b) Geltungsbereich der Geschwindigkeitsverteilung: 


Die Zusammenfassung der Komponenten ergibt: 


2 
e= c2 Fe. er Bar 5 


SEE y CH ne 


da für ro die Geschwindigkeit ebenfalls unendlich groß würde,was 
physikalisch unmöglich ist,gilt dieses Berechnungsverfahren nur im 
Bereich der Ecke.-Der Koordinatenursprung ist wegen r=Ound c=O0( 
ein Staupunkt. 


c) fund Yy: 
Entwickelt man das gegebene komplexe Strömungspotential,dann kann man 
im Sinne der G61.(13-3) die beiden gesuchten Funktionen ablesen: 


f(z) = Bir & B.(x + iy)® = B.(x° - y°) + 12.2,B,R.J. 5 
P=B.(x-y) ; Ve 2.B.x.y . eleichseitige Hyperbeln ! 
4) YVix,y) = Konst : 


Gibt man der Stromfunktion einen konstanten Wert,dann erkennt man so- 
fort,daß es sich bei der Kurvenschar der Stromlinien um gleichseitige 


Hyperbeln handelt; 
Const 
Y= 2.B.x.y = Konstt—— y=——— . 
x 


U 


— 
Die Stromlinie für %= O liegt vor bei x = 0 (y-Achse) und bei y = O, 
(x-Achse). 


e)V: 


Der Volumenstrom durch op, .h hindurch ist gleich demjenigen,der 
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die Fläche P.D. h (Bild 13-4,Pos. a) passiert: 


V = (or-n.ar = 2.B.h | ar ‚;‚dax= x = 3m ist,folet aus der Inte- 

0 h gration V= 2.B.h.x].y 2 = 3,6 m’/s. 
Zum gleichen Ergebnis gelangt man unter Verwendung der Stromfunktion, 
wobei an die Ausführungen auf den 3.200 und 201 erinnert wird. 


V=afchshly, - VW) = ( 2.Bex.y] - 2-BeX.eY, Jh 


1208023320. 1e30Hn RE - 


f) F si : 


Die Bernoulligleichung längs der Staupunktsstromlinie = 0 bezüg- 
lich der x-Achse lautet: 


2 2 ö | 
Po +c/2 = Pix/P + 02 /2 ; mit c. = 9 folgt: 


Pix = Pro ” I .c2 = pu0 ” 9 (2.B.x)2 ‚gültig für den laufenden 
2 2 Punkt von O nach D.Es folgt: 

3 3 

F. =h.lp..d =h.| (p. na ; 
püy üx üo 2 
6 O 
2 2.2 4°? 2:48 
F üy ” h.x]-(Pyo 7 9«B°.x] ) = 1.3.(10 Eine .37) 
F oiy = 29,28 kN. 


g) Physikalische Interpretation des Strömungsgeschehens: 


Auf 9.205,2.Beispiel,und in Bild 11-13 ist die Eckenströmung beschrie- 
ben worden 


h) Einfluß des Eckenwinkels auf die Geschwindigkeitsverteilung: 


Ein monomiales komplexes Strömungspotential beschreibt immer die 


Strömung in einem Dyeder: 
(13-10). 


Beispiele: 


n=1 : Parallelströmung wie im 1.Beispfiel ; A =7% ,;; 
n=2 : Eckenströmung wie im vorliegenden Beispiel; X = 7/2. 
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Zwei Grenzwertbetrachtungen geben wichtige Auskunft: 


z—=0 bein>lbzw X<T 
n=-1 
lim df(z)/dz = C.n. lim z = 0 . Der Koordinatenursprung ist 
z——0 z=0 in diesem Fall Staupunkt, 
Bild 13-4,Pos. b. 
Aus Kontinuitätsgründen rücken die Stromlinien hier auseinander! 


z—0 bein<l bzw. X >77” 

n-1 C [} n 
lim df(z)/dz = C.n. lim z = lim — 00. 
2—0 z—0 2—0 lI-n 


Der Koordinatenursprung ist in diesem Fall ein Punkt im Strömungsgebiet, 
an den sich die Stromlinien äußerst eng anlegen,Bild 13-4,Pos. c. 
Die Geschwindigkeit ist dort also sehr groß ! 


3.Beispiel 


Es wird das komplexe Strömungspotential f(z) = B.In z vorgegeben. 

‘Man ermittle: 

a) die Geschwindigkeitskomponenten 

cn und Co 3 

b) die Potential- und die Stromfunk- 
tion; 

c) die Gleichung der Stromlinienschar; 

da) die Bedeutung der Konstanten B; 

e) die physikalische Interpretation 
der Strömung . 


Lösungen: 
a) c_und c, : j 
Er a i.eB 16038 B 
Gl. (13-6): e .df(z)/iz=e .„—=e .—{on -—=c,- 10. 
zZ r.e ai 


Daraus kann abgelesen werden: 


„= B /r und cu= 0 „Bild 13-5. 
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Da bei r—O die Geschwindigkeit C„——oo geht ,,ist der Nullpunkt ein 
singulärer Punkt und ist durch das komplexe Strömungspotential f(z) 
nicht definiert. 


b) und : 
Kae | u 
Sinngemäß nach G1. (13-3) folgt: f(z) = B.In z = B.In(r.e ) 
f(z) = B.Inr + i.B.0 ; 


Il 
Il 


& 


P(r,e) = B.Inr ; Y(r,e) =B. 


c) Gleichung der Stromlinienschar: 


Nimmt Y einen konstanten Wert an,folgt: Y (r,®) = B.8 = Konst ; 
schreibt man für den Winkel ®& = arc tg (y/x) ‚dann erhält man auch: 


Y(r,e) = B, arc tg (y/x) = Konst . - y/x = tg (Konst/B) = m; 


y=m.x. 


Die Stromlinien sind Nullpunktsgeraden mit der Steigung ın . 


d) Bedeutung von _ B: 


Da die Radialgeschwindigkeit längs eines Kreises vom Radius r, über-. 
all gleich ist,berechnet sich der Volumenstrom,der die Zylinderfläche 
2.7 .ry,.h ( h steht senkrecht auf der Bildfläche) durchströnt: 
o z B . 
V= 2.K eTyeh.c, ; V= 2.0.1. — ;s V’=2,%.h.B . 

r, a a 
Man sieht,daß der Volumenstrom unabhängig vom Radius ist.Nunmehr wird 
die Bedeutung von B offensichtlich: 


z 


<.Ie 


Eh 


e) Physikalische Interpretation: 


Man spricht hier von einem Qellfaden mit der Ergiebigkeit von V/h, 
dem Volumenstrom pro ] m Quellfadenlänge. 


4.Beispiel 


Man gibt das komplexe Strömungspotential f(z) = i.K.lin (z/r,) vor. 
Man ermittle : 
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a) die Geschwindigkeiten c„ und cu ; 

b) die Potential- und die Stromfunktion ; 

c) die Gleichung der Stromlinienschar Y(r,®) = Konst ; 

d) die Bedeutung der Konstanten K ; 

e) die physikalische Interpretation der Strömung ; 

f) die Gleichung der Stromlinienschar für den Fall,daß man ein neues 
komplexes Strömungspotential bildet,und zwar durch Überlagerung 
(Superposition) der Funktionen f(z) des dritten und vierten Bei- 
spiels . 


Lösungen: 
a) c„ und 0, : 


G1.(13-6) erbringt 


i.8 df(z) i.0 . i.K 
ZI i.K _ = Br 
e R =e u _ en i.Co 
dz z Tr 
On =0 und 7 = - K/r ‚Bild 13-6. 


Das Minuszeichen bedeutet,daß die Ge- 


BILD 13-6 


schwindigkeit im Uhrzeigersinn gerich- 
tet ist,wogegen die 9-Richtung Links- 
umsinn vorweist.-Der Koordinatenursprung O0 ist wiederum ein singulärer 
Punkt,weil die Geschwindigkeit gegen unendlich geht,sofern der Radius 
verschwindet. 


b) fundy: 


Die Entwicklung des vorgelegten komplexen Strömungspötentials zeigt 


i.o 
f(z) =i.K.in (r.e /r,)= -K8+i.Kin(r/r,) ; man liest 
ab: 
Y=-K8 ; Y=K.ın (r/r,) £ 


c) die Gleichung der Stromlinienschar \W(r,0) = Konst _: 


Setzt man etwa Konst = O ‚dann erkennt man,daß Y=0 ist,wenr=r 


ist.Die Stromlinie 7 O0 ist demnach ein Kreis vom Radius r_ ! Alle 
Const 


o 
übrigen Stromlinien Y = K.in(r/r,) = Konst sind wegen L/r, =e 
ebenfalls konzentrische Kreise,die der Gleichung genügen: 
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4) die Bedeutung der Konstanten K : 


Längs eines Stromlinienkreises ist die Tangentialgeschwindigkeit Ca 
überall gleich.Deshalb kann man die Zirkulation einfach berechnen: 


2.7 2.7 x 
61.(11-49): [= 9 dr = [0g.r.ae = |- —),r.ddo =- 2.07 K . 
r 
O oO 


Daraus folgt ohne weiteres die Bedeutung der Konstanten K: 


> 


K=.- — . 
2 KH 
Bomit darf das komplexe Potential auch noch folgendermaßen angeschrie- 
ben werden: ig. 
f (z) = - . In (z/r,) , 
2.7 


e) Physikalische Interpretation der Strömung : 


Vergleicht man Col = K/r mit G1.(11-52) und beachtet die Ausführungen 
auf 3.220/221,so erkennt man,daß es sich bei der vorgelegten Strömungs- 
form um den Potentialwirbel handelt !-(Siehe auch die S.256 bis 258). 


f) Stromlinienschar,durch Superposition erhalten: 


Überlagert man das komplexe Strömungspotential einer Fadenquelle 

Yr,e) = (V'/2.7). 8 und dasjenige eines Potentialwirbels (hier 

kann man von einem Wirbelfaden sprechen) f(z) = -(i.I/2. a) .In(z/r,) 2 

Wandelt man in der letzten Glei- 

chung das Vorzeichen um,dann dreht 

der Potentialwirbel eben im Gegen- 

uhrzeigersirn.Aus der Superposi- 

tion folgt: 

A, vt +17 

re fiz) = ——— .1n (z/r,) » 
2.7 

Die Entwicklung dieser komplexen 

Potentialfunktion liefert: 


y' r MR 


.f(z) =(—— .In— - . 08) + 
BILD 13-7: 2: r, 2. 
v' r 
+i.( 6. — + ne); 
2 2. Di 


) 
Der Imaginärteil entspricht der gesuchten Stromfunktion,weshalb sich 
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auch die Gleichung für die Stromlinienschar sofort angeben läßt: 


F a .In (r/r,) + .6& = Konst - 
2.7 2. 


Diese Gleichung beschreibt logarithmische Spiralen, Bild 13-7.Diese 
Strömungsform hat eine besondere Bedeutung in der Theorie der radia- 


len Strömungsmaschinen. 


5.Beispiel 
2. 

Für das komplexe Strömungspotential f(z) = c„.(z +—2) sind zu 
bestimmen: « 


a) die radiale und die tangentiale Geschwindigkeitskomponenten C» 
und og 3 

b) die Potential- und die Stromfunktion ; 

ce) die Gleichung für die Stromlinienschar ; 


d) die physikalische Interpretation der Strömungsbewegung . 


Lösungen: 
a) c_und c, : 
a —- 1.0 df(z) i.8 | rÖ | 1.0 | r2 -2i8, 
G1.(13-6): e s =c,.e .1- =c _ .e .(\1=- —.e 
dz z< ° 2 
1.0 df(z) rÖ | 
e — = co, „(cos 8 + i.sin 6) - o. .(cos 8 - i.sin ®) =c 1.09 » 
r 
z ze 
„= 0, ee und = .(1 +—).sin 9 x 
r r 
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Sinige Grenzwerte: c_ = limc =c _.c08s8;c = lim c„ = -t_ ».sin ®. 
To n r oo O0 n 8 00 

Damit folgt: au En 

=0 , Cu. "oo und oo = 0 ; 

e=-T, 0 und Cooo = O0 .- Für a findet man 


in allen Punkten des Krei- 

ses vom Radius r, ‚daß c, = 0 ist,Bild 13-8,Pos. a.Interessant sind 
noch die Geschwindigkeiten in den Punkten A ,‚B,C und D: 
In Punkt A gilt: 8 =” 
in Punkt C gilt: 8=0 
in Punkt B gilt: 8 =X/2; 

die Geschwindigkeit gegen die 8-Richtung auftritt; 
in Punkt D gilt: 8 =(3/2).M 5 cg = 2.0 
In den Punkten C und D trifft man auf Maximalgeschwindigkeiten ! - 
Siehe Bild 13-8,Pos. b. 


= O0 : Staupunkt ; eg = -2.0., .sin6; 


c 8 =0 : St aupunkt ; DT 


no “eo 


=” 2.C. : das Minuszeichen sagt aus,daß 


b) QYuniy: 
Die Entwicklung des komplexen Strömungspotentials führt zu den gesuch- 
ten Funktionen: 


1.8 7 -1.0 r® 
f(z) = cu .(r.e + .e ) = 0, ,.c08 0 .(r +—2) + 
r 27 
r 
+ i.og.lr -—)= Pr i.V. 
r 
r® r® 


LP= 0,0008 8.(r +9) und Y- c, ‚sin ® rs); 
; r r 
c) Gleichung der Stromlinienschar : 


Die Gleichung der Stromlinien (Bild 13-8,Pos. b) wird durch 


c„.sin®e .(r - r2/r) = Konst dargestellt. 


Y= 0 liegt vor beim Kreis mit Radius r_ und bei © = 0° und 8 =7. 
(Gesamte x - Achse !) 
d) Physikalische Interpretation: 


Es handelt sich offensichtlich um die translatorische Umströmung eines 
Zylinders von der Höheh=1m. 


6.Beispiel 


Ein Flugzeugschuppen wird durch einen starken Wind ( c = 10 n/s) 
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von der Seite her angeblasen,Bild 13-9,Pos. a .Als Innendruck gilt 

der Atmosphärendruck mit pP, * 1,015 bar.Der Durchmesser wird mit 

u 2.T, = 30 m angegeben;die Schuppenlänge lautet L = 50 m.Als mitt- 
lere Luftdichte verwende man 9 = 1,225 kg/m” .-Man ermittle die Kraft 
in y-Richtung,mit welcher die Halle aufgrund der Überdruckwirkung "an- 
gehoben" wird. 


Zunächst sei 
daran erinnert, 
daß das Strö- 
mungsfeld hier 
serade der obe- 
ren Hälfte des 
| Strömungsbildes 
BILD 13-9 von Beispiel 5 
entspricht. Infol- 


u Bu Bu Er ze 


gedessen darf man auf die dort ermittelte Geschwindigkeitsverteilung 
zurückgreifen.Es interessiert nur die Geschwindigkeitsverteilung längs 
des Stromlinienabschnitts ABC.-Die Druckverteilung lautet nach Ber- 
noulli: PD eDe (9 /2).c8 ‚wenn man bei der lIuftströmung berechtigter- 
weise von den Höhengliedern absieht.Aus der Geschwindigkeitsverteilung 
ist abzulesen,daß der äußere Druck bis auf die Staupunkte A und C 
überall längs der kreisförmigen Hallenkontur niedriger liegt als der 

in der Halle vorherrschende Atmosphärendruck!'-Die Kraft in y-Richtung 
berechnet sich folgendermaßen (Bild 13-9,Pos.b ) : 


T x 
O2 
F ay = berg | (p, - p).sin 8 .d® = Lara. | (Zee) .sin 6 .d® 
) e) 
7 Fu 
ER (-2.c_ .sin a sin ® .d® = 2.9 .L.r..c“. .|\sind.ae 
püy 6° . +. . . u 9. mo oo * 
2 o 8 o 
a Ä 2 A 
 üy u ‚Der .Co z _ In Zahlen: 
_ 2 
F üy = (8/3).1,225.50.15.10° = 245 kN . 
Bemerkungen: 


Diese verhältnismäßig große Kraft verdeutlicht,warum Hausdächer bei 
starkem Wind abgedeckt werden (Unterdruckeffekt). 

Im Nachtrag zum 5.Beispiel kann gesagt werden,daß bei einer vollen Um- 
strömung eines Zylinders aus Symmetriegründen die gleich große Kraft 
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nach "unten" wirkt,so daß die Kraftwirkungen in y-Richtung keine Resul- 
tierende haben.Analoges gilt für jede andere Diagonallage.Das ist aber 
ein Sonderfall des d'Alembertschen Paradoxons,wonach in einer zirku- 
lationsfreien Strömung eines vollkommenen Fluids es zu keiner Druck- 
kraftwirkung auf umströmte,geschlossene Körperoberflächen kommt, 


7.Beispiel 

Bin hoher,zylindrischer Schornstein ist der "Kernhalter" einer Wind- 

hose,Bild 13-10,Pos. a,geworden.Die diesbezügliche Zirkulation beträgt 

[= 5 m“/s.Der Schornstein wird zuden 
a 2 durch einen mäßigen Wind von c„= 2 m/s 
angeblasen.-Man ermittle für einen Durch- 
messer von d =2 m und eine Teilhöhe, 

h = 10 m sowie der luftdichte Q=1,225 m: 

a) die Windkraft Fl (Bild 13-10); 

b) die Geschwindigkeiten für einen belie- 
bigen Querschnitt in den Punkten 
A,B,C und D; 

c) das komplexe Strömungspotential; 

d) die Lage der Staupunkte A' und C'; 

e) die strömungstechnische Bedeutung 
der vorgelegten Strömungsform. 


Lösungen: 


a) F, : 


Eine Zirkulation ergibt nach Kutta und 
Joukowsky im Zusammenspiel mit einer 


j Parallelströmung einen dynamischen Auf- 
D bzw. Quertrieb,und zwar nach G1. (12-50): 
F, = 09.0, «[.b = 1,225.2.5.10 = 122,5 N. 


Entsprechend der gemachten Ausführungen auf 5.295 ist in diesem Falle 
die Windkraft in y-Richtung wirkend (Bild 13-10,Pos. b). 


DB) Cop » Cop » Cgc Und Cop : 


Es kommt zur Überlagerung der Geschwindigkeiten nach Bild 13-8,Pos.b, 
und der durch den Potentialwirbel (Windhose) verursachten induzierten 
Geschwindigkeit c,= /(2.X .r,) = const (G61.11-52). 
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ce, = 5/(2.7.1) = 0,796 m/s 
Co °% 0,796 m/s ; Cop = 2a + °; = 2.2 + 0,796 


Coca = = 0,796 m/s ; Cop =" 2a % 


.- Damit ergeben sich: 


4,796 m/s|| ; 


2.2 - 0,796 = 3,204 m/s. 


Diese Geschwindigkeitsvektoren sind auch in Bild 13-11 angedeutet. 


— 
 — 1 | (| —— 


as 
—— — . 


u m 


——— 


a SQ 
_C9B= 2Icokcj m _ 


BILD 13 -N 


c) Komplexes Potential: 


Die Zusammenfassung der 
Teilpotentiale aus 
Beispiel 4 und 5 (Po- 
tentialwirbel und Paral- 
lelumströmung eines Z2y- 
linders) ergeben: 

r© € zZ 


f(z)=0 .(2+)- —.In —. 


2 2” D. 


RTf(z) : Potentialfunktion; 
ITf(z) : Stromfunktion. 


d) Staupunkte A' und C': 


Unter Beachtung der 


Winkelorientierung für c, (s.S.309 unten) erhält man zusammen mit o. 


was Co entgegengesetzt wirkt: 


- 2.0, .sin® - e,= 0; sin Oyr;cı = - 


«T.T oo 


m 


Die beiden Staupunkte sind ebenfalls in Bild 13-11 eingetragen. 


e) Strömungstechnische Bedeutung: 


Daß ein rotierender Zylinder zusammen mit einer Parallelströmung 
einen Quertrieb ergibt,hat schon Magnus erkannt (Magnus-Effekt;Flett- 
ner-Rotorschiff).Kutta und Joukowsky haben diesen Effekt mathematisch 


erklärt, 


Die Superposition einer Parallelströmung und eines Potentialwirbels 

ist die Basis der Tragflügeltheorie in der Aerodynamik.Durch konfor- 
me Abbildung kann man die umströmte Kreiskontur des umströnten Zylin- 
ders in ein Profil umwandeln.Somit lassen sich für das Profil das 
Stromlinienspektrum,die Geschwindigkeitsverteilung,die Druckverteilung, 
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Kräfte,Momente und Angriffspunkte beschaffen. 


8.Beispiel 


Es wird ein Xreis gegeben vom Radius ro und der Mittelpunktslage 

M(-a; b),gültig für das Koordinatensystem oxy ‚Bild 13-12.-Man ermittle: 

a) die konforme Abbildung der Kreiskontur aus der Stammebene (oxy) in 
‚die Abbildungsebene (OXY);aus praktischen Gründen für eine einpräg- 
same Zuordnung sind beide Ebenen übereinandergelegt;insbesondere 
bilde man die Punkte P]»Pa»P3 und Py4 ab und ermittle die Punkte 
a nn q 
die Abbildungsfunktion heißt: Z = z + — mit dem Parameter q, 
welcher der Strecke ol entspricht; 2 diese Funktion stammt von 
Joukowsky; ferner kommentiere man 

b) die Profilumströmung bei translatorischer Anströmung; 

c) die Profilumströmung bei Zirkulation; 

a4) die Profilumströmung bei translatorischer Anströmung und Zirkulation. 


In 


ER ZRLEeR) 


Lösungen: 
a) Konf.Abbildung: 


Jedem Punkt der 
Stammebene 

p(r,8) = p(x,y) 
entspricht ein 

X Punkt der Abbil- 
dungsebene 

P(R,8) = P(X,Y). 
Die Abbildungsfunk- 
tion läßt sich 


ge 
| 


BILD 13-12 mit Hilfe von 
io 
z = T.e umfor- 
men: 2 2 
_ io 4-10 q 
Z=rTr.ee" + — .e = r.(cos 8 + i.sin 8) +—.(cos 8 - i,sin 9) 
r r 


Z= X +i.XY ;‚ daraus folgen die Koordinaten der Abbildungspunkte: 


2 2 


= (r +—).cos 8 : Y= (r - —).sin 8 R 
r r 
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Nun werden die Koordinaten der Ausgangspunkte und der Abbildungspunk- 
te in der Art p(r,9) —P(X,Y) ermittelt: 


?p), (0); x=2.q Y=0 : pP, 
| 2 2 | 
P)(b+ r‘ -a BD Y =b+ 2-2 : Pr 
ber -a 
[0] 
p3 (at) r5-d° ‚ID; Y=0 ı pP 


Fin -b 


3.T ] 2.2 
p,\ na; X=0; Y =b+ EEE ira: Pry 


Mit diesem Verfahren kann man alle Profilpunkte ermitteln. 


b) nur translatorische Profilumströmung: 


Im 5.Beispiel ist die translatorische Umströmung einer Zylinderkontur 
(Kreisform) vorgeführt worden (Bild 13-8).Da man mit Hilfe der Jou- 
kowskyschen Abbildungsfunktion die Kreiskontur in ein Profil verzer- 
ren läßt,kann man analogerweise auch das Strömungsspektrum der Stamn- 
ebene abbilden,Bild 13-13,Pos. a.Die Zylinderstaupunkte A und C werden 
zu Profilstaupunkten A' und C' „Gleichzeitig stellen sich an der 
scharfen Profilhinterkante HK sehr hohe Geschwindigkeiten ein,die 
im Falle einer Schneide gegen unendlich gehen (Bild 13-4,Pos. c),so 
daß der Hinterkantenpunkt zum singulären Punkt wird,was physikalisch 
irreal ist.Außerdem wird nach S.311/312 keine Kraftwirkung auf das 
Profil festgestellt;Analoges folgt aus G1. (12-50) wegen [=0,. 


c) nur Profilumströmung mit Zirkulation: 


Auch hierbei folgt aus dem Auftriebssatz Fı =0.l.c,.b (G1.12-50), 
daß die Kraftwirkung wegen Fehlens der Translationsgeschwindigkeit 
verschwindet.Das Strömungsbild ist Bild 13-15,Pos. b,zu entnehmen. 
Der Hinterkantenpunkt wird gleichfalls zum singulären Punkt,denn die 
Hinterkante muß ja mit unendlich großer Geschwindigkeit umströmt wer- 
den,was wie im Fall b)(oben)physikalisch unmöglich ist. 


d) Profilumströmung mit Parallelströmung und Zirkulation : 


Nunmehr kann nach dem Kutta-Joukowskyschen Auftriebssatz ein Auftrieb 
entstehen,aber nur unter Einhaltung einer notwendigen Bedingung: 
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mm mm u \ 
HE — 
HK 


BILD 13-13 


Bine angelegte Zirkulation - über ihre Entstehung wird in Abschn.13 
berichtet - verschiebt verständlicherweise den Staupunkt C' weiter 
zur Hinterkante hin.Solange dieser Staupunkt noch vor der Hinterkante 
liegt,stellt man,theoretisch gesehen,immer eine unendlich große Unströ- 
mungsgeschwindigkeit fest,was physikalisch unmöglich ist.Also muß ei- 
ne derart bemessene Zirkulation aufgebracht werden,daß der Staupunkt 
C'' in der Profilhinterkante HK zu liegen kommt;erst dann herrscht 
dort eine endlich große Geschwindigkeit,Bild 13-13,Pos. c.Da Strömungs- 
beobachtungen diese Überlegungen bestätigen,kann das wirkliche Gesche- 
hen folgendermaßen beschrieben werden: 
Wenn sich bei einer Profilumströmung eine glatte Hinterkanten- 
abströmung einstellt,dann muß sich eine Zirkulation aufgebaut 
haben,damit der hintere Staupunkt mit der Profilhinterkante 
zusammenfällt.Dies ist die Joukowskysche Abflußbedingung. 
Die Berechnungsmethode ist jetzt klar: Der Hinterkante entspricht 
aufgrund der Abbildungsfunktion ein Punkt der Kreiskontur;letzterer 
wird zum Staupunkt gemacht über c = DO .Die daraufhin notwendige An- 
strömungsfront ist um den Winkel & gegen die Horizontale geneigt. 
Man spricht vom Anstellwinkelof .Die Achse B"C" heißt Nullauftriebs- 
achse. 
Dem Bild 13-13,Pos. c,ist auch zu entnehmen:Die Stromliniendichte an 
der Profiloberseite ist größer als auf der Unterseite.Eng anliegende 
Stromlinien weisen auf größere Strömungsgeschwindigkeit und nach 
Bernoulli auf kleinere Drücke hin;Entsprechendes gilt für die Unter- 
seite: Es stellt sich am Profil ein von unten nach oben wirkender 
Druckunterschied ein,der ebenfalls die Kraftwirkung am Tragflügel er- 
klären läßt. 
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14.  WASSERSTOSS 


14.1. Theorie 


Aus einem Hochbehälter fließt Wasser durch eine gerade Rohrleitung 
ab.-Man nehme nun im Punkte O0 an,daß der Schieber plötzlich die 
Leitung absperren möge.Dieser technisch unmögliche Fall dient als 
Grenze für die sich anschließenden Betrachtungen.In Bild 14-1,Pos.a, 
ist das Anlagenschema gezeigt.Die Wassersäule wird abgebremst,wobei 
die kinetische Energie in 
a | b Formänderungsarbeit des Was- 
sers und des Rohres übergeht, 


DRUCK- da es sich bei beiden um elas- 
FRONT tische Körper handelt.Durch 
NOCH IN N ne 
BEWEGUNG die Abbremsung Bau sich in O 
ein zusätzlicher Überdruck Ap,, 
IN RUHE auf.Gleichzeitig wandert die 
Druckfront mit Schallgeschwin- 
nach oben der 


[VOM STAU- digkeit c 


BECKEN] - 


noch ankommenden Flüssigkeit 
entgegen (Bild 14-1,Pos.b). 
Hinter der Front ist das Fluid 
BILD 14-1 
zur Ruhe gekommen.Damit gelangt 
nach der Zeit At eine Wasser- 
masse von 9.A.L zum Stillstand,wenn man die Säulenlänge OP = L mit 
L = SE At 
berechnet.sSchreibt man der Wassersäule vor der Verzögerung die Ge- 
schwindigkeit 7 zu,dann folgt aus dem Kräftegleichgewicht für den 
Abbremsvorgang unter Vernachlässigung von Reibung und Wassergewicht: 
G1.(8-7): Zr, - m.a=0 ; Ap.. A= PraL(e /At) ; 
Ap,= @ .c,. (L/At) ; 


AD=P. 0, + & (14-1). 


wird der Absperrschieber nur teilweise geschlossen,aber ebenfalls 
plötzlich,dann bleibt eine Restgeschwindigkeit im Rohr übrig.Der da- 
bei sich einstellende zusätzliche Überdruck lautet: 


(14-2). 


Hat die Druckwelle das Leitungsende in Q erreicht,dann wird der Über- 
druck dort oben eine Wasserströmung aus dem Rohr in den Behälter in 
Gang setzen.Es setzt gleichzeitig eine Nachrückbewegung des Wassers 
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ein,so daß eine Unterdruckwelle nach unten läuft.Ohne Dissipationen 
und Reflexionen stelit sich der Sachverhalt ein,daß Überdruck und 
Unterdruck betragsmäßig gleich sind.Nach der Zeit t* = 2.1%/c, er- 
reicht die Unterdruckwelle den Absperrschieber in 0.Nun kehrt die 
Strömung schlagartig ihre Richtung wieder um,das Wasser fließt augen- 
blicklich nach unten und füllt die Drucksenke aus.Es entsteht wieder 
das ursprüngliche Druckmaximum,. Theoretisch würde sich dieser Schwing- 
ungsvorgang wiederholen. -Während der ersten Periode spricht man vom 
"irekten Wasserstoß".Die "indirekten Wasserstöße" verlaufen mit abneh- 
menden Amplituden für t.> 2.1I*/c, . - "tg" bedeutet Schließzeit. 
Nicht nur die Überdrücke im Punkt O0 „sondern auch die Unterdrücke 
im Punkt Q können sehr gefährlich für die Rohrleitung sein. 
Setzt man bezüglich des indirekten Wasserstoßes die Annahme einer 
linearen Geschwindigkeitsabnahne von c= c..(ı _ t/t,) in Gl. (14-2) 
ein -— letztere ist ja für plötzliches Schließen angegeben - ‚So er- 
hält man damit wiederum einen oberen Grenzwert für die maximale sta- 
tische Druckzunahnme: 

t t 

Apı =09.04 1% _ c„(ı = t/t9)| =9.0g.0, — AD — , 


t5 ts 


Den diesbezüglichen Maximalwert erzielt man natürlich bei allen Ver- 
einfachungen - wie z2.B.,daß die Schallgeschwindigkeit unabhängig von 
der Rohrelastizität sei, — nur während der Zeit t= O bis t=t* = 2.1*/ 
Durch Einsetzen in obige Gleichung erhält man die Grenzbeziehung von 


Michaud: 
(14-3). 


14.2. Beispiel 


Einlaufbauwerke ‚Rohrleitungen usw. von Wasserkraftwerken (Speicher- 
kraftwerken) sind durch schachtartige Schwallräume gegen Druckstöße 
abgesichert.-Nach Bild 14-1 befinde sich in O0 der Absperrschieber 
im Turbinenhaus,bei R kommt das Wasser durch einen Stollen oder ei- 
ne Rohrleitung vom Staubecken her,der Behälter selbst übernehme die 
Rolle des Wasserschlosses.-Angaben: p = 0,96 bar; c. = 1420 m/s; 

L* = 400 m; c,” 0,5 n/s ; #*=150n; h= 5 m;t 28 .- 
Man ermittle: 


un U 
l 


a) den Nachweis,ob der direkte oder indirekte Wasserstoß vorliegt; 
b) den statischen zusätzlichen Überdruck in 0; 
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c) den normalen statischen Überdruck in 0. ‚also ohne Stoß; 

d) den gesamten Überdruck bei Stoß; 

e) den Absolutdruck in Q für den Fall der nach unten laufenden 
Unterdruckwelle. 


Lösungen: 


a) Direkter oder indirekter Stoß: 


Man berechne zunächst die Dauer einer Periode mit t* = 2.1*/c, : 
t* = 2.400/1420 ; t* = 0,563 s < t, = 2 s : indirekter Stoß! 


" 
b)Ap, ; 


@1.(14-3) : Ap, = 1000.0,75.2.400/2 ; Ap, =3 bar. 


ce) D,; ? 

p, = 92.8. H* = 1000.9,81.150 ; Pi; = 14,715 bar . 
d) Püges - 

Püges "ut u 4 +3 5 Püges” 17,715 bar . 
d) Pau ' 


Der Absolutdruck in Q ist =p, +2 .g.h = 0,96.10°+10°.9,81.25; 


Po = 3,413 bar. 


Der sich einstellende Unterdruck gegenüber Normalverhältnissen in Q 
" 
ist -Ap, = 3 bar.Infolgedessen wird Pau = 0,413 bar . 


——— en 


PQ 


15. GRUNDBEGRIFFE DER DYNAMIK REELLER FLUIDE 


15.1. Allgemeines 


Erweitert man das Fluidgeschehen von vollkommenen Fluiden auf reelle 
Fluide,dann treten zu den bisherigen Kräftearten noch auf Reibungs- 
effekten beruhende Tangentialkräfte (Abschn. 4; 61.4-5;5.5.42/43) 
hinzu.-Bei der Besprechung der physikalischen Fluideigenschaften ist 
auch die Zähigkeit (Abschn.2.6 ‚S.19/20) zur Sprache gekommen ..Entschei- 
denden Einfluß auf die Entstehung tangentialer Reibungsspannungen hat 
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der sogenannte Geschwindigkeitsgradient (Mittelwert,ausgedrückt durch 
den Differenzenquotienten Ac/As ; Lokalwert ‚ausgedrückt durch den 
Differentialquotienten de/ds ).Bild 15-1 soll die Zusammenhänge noch- 
mals aufzeigen. 

Äußerst wichtig für die Untersuchungen in der Dymamik reeller Fluide 
ist die Feststellung: 


Reelle und benetzende Fluide haften an einer festen Wand 
und haben dort die Geschwindigkeit C land 
hierbei von der Haftbedingung. (Bei vollkommenen Fluiden 
0 


= 0.Man spricht 


ist- 


land 


Dank der genialen "Entdeckung" von Lud- 
wig Prandtl: 

- Reibungswiderstände bei umströmten 
oder durchströmten Körpern beruhen 
auf dem Reibungsgeschehen in wandna- 
hen Schichten,den sogenannten Grenz- 
schichten, - 


lassen sich reelle Strömungsvorgänge so 
BILD 15-1 betrachten,als ob man es bei den natürli- 
chen Fluiden in Wandnähe mit "reellen" 
und außerhalb der Grenzschicht mit "vollkommenen" Fluiden zu tun hätte. 
Die mit vollkommenen Fluiden bisher gewonnenen Erkenntnisse sind durch 
Experimente zu korrigieren,was seinen Niederschlag in Korrekturglie- 
dern oder Korrekturfaktoren findet. 


15.2. Mechanische Ähnlichkeit 


15.2.1. Theorie 


Die experimentelle ForSchung muß sich häufig der Modelluntersuchungen 
bedienen.Damit ist die wichtige Frage abzuklären,in welcher Beziehung 
das Modell (Index M) zur Normalanlage (Index N) stehen muß,damit ex- 
perimentelle Ergebnisse für Normalauslegungen übertragbar sind.-In der 
Fluidmechanik verlangt man geometrische und mechanische Ähnlichkeit. 
Die Forderung nach geometrischer Ähnlichkeit ist naheliegend.Unter der 
mechanischen Ähnlichkeit verstehe man die Ähnlichkeit der Kräfte an 
entsprechenden Stellen im Modell und in der Normalanlage Kräfte in der 
Fluidmechanik stehen mit folgenden physikalischen Phänomenen in enger 
Beziehung: Massenträgheit,Schwere ,‚Zähigkeit,Elastizität und Kapillari- 
tät.Diese wiederum lassen sich durch folgende physikalische Größen be- 
schreiben: Dichte ( Q ),Geschwindigkeit ( c ),Erdbeschleunigung ( g ), 
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absolute Zähigkeit (m oder kinematische 7Zähigkeit 


\Y= BB (15-1), 


Schallgeschwindigkeit (cg) und die Oberflächenspannung (7T,) .Die zwi- 
schen Modell und Normalanlage einzuhaltende Ahnlichkeitsbedingungen 
werden nach der Methode der Dimensionsanalyse aufgestellt.-Unter einer 
Dimension verstehe man eine meßbare,physikalische Eigenschaft von Kör- 
pern,Vorgängen oder Zuständen.So kennt man beispielsweise als Dimensio- 
nen: die Geschwindigkeit (Kurzform: dim c),die Masse (dim m),die Lei- 
stung (dim P),den Druck (dim p) usw.-Die Dimension stellt eine quali- 
tative Aussage dar.Eine diesbezügliche quantitative Aussage gibt die 
sogenannte physikalische Größe an,die man als Produkt aus Maßzahl x 
Maßeinheit zu verstehen hat.-In der Fluidmechanik sind folgende Symbole 
für Grunddimensionen,auf denen das"Internationale Maßsystem" aufbaut, 
anzuführen: L für Länge; T für Zeit; M für Masse; © für Temperatur. 
Über die physikalischen Gesetze oder Definitionsgleichungen lassen 
sich zusammengesetzte Dimensionen,wie z.B.: Geschwindigkeit = Länge/ 
Zeit bzw. dim c = dim s/dim + ; Impulsstrom = Masse. Länge/Zeit“ bzw. 
dim I=dimm. dims / (aim t)< ; in abgekürzter Form: dim c = L/T; 
din I = M.L/T2 usw.,auf die Grunddimensionen zurückführen.-Unter einer 
zusammengesetzten Dimension versteht man das Potenzprodukt der Grund- 
dimensionen. 


15.2.2. Beispiel 


Es sind Ähnlichkeitsbedingungen dafür zu beschaffen,damit man am Modell 
gemessene Kräfte auf die Normalanlage umrechnen kann.-Eine solche Kraft 
werde von den Haupteinflußgrößen: Geometrie, Fluiddichte,Fluidgeschwin- 
digkeit,kinematische Zähigkeit,Schallgeschwindigkeit,Oberflächenspan- 
nung und Erdbeschleunigung bestimmt. 

Lösung: 

Da die geschlossene Funktion (15-2) 
unbekannt,aber eindeutig und stetig (also differenzierbar) ist,strebt 
man den Zusammenhang über eine Potenzreihe an: 


(15-3). 


L steht hier für eine maßgebende geometrische Größe.-Beachtet man das 
Homogenitätsprinzip nach Fourier: die Glieder der beiden Gleichungs- 
seiten müssen gleiche Dimensionen haben,dann geht die algebraische 
G1.(15-3) in folgende Dimensionsgleichung über ; 
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äim F, = (dim 7) (amp) 2.tain.e) line) tan) ?. 


x x 
.(dim C,) 6 (aim 7) T , nach Einführung der Symbole für 
die Grunddimensionen gilt: 


1.072.0= (1) Ltd. 2.0.0) 3m) 4c2arty >, 


(15-4) . 
‚a.02)6 (mm 7 


Die Exponenten der Grunddimensionen müssen nun links und rechts gleich 


sein! 

Für die Länge L gilt : l= x” 3.r, + X + x, + 2X, X, 5 
für die Zeit T gilt :-2= I, - 2X, = m%,- eK ; 
für die Masse M gilt : l= x, + %7 . 


Mittels dieser drei Bestimmungsgleichungen, -— im behandelten Beispiel 
muß man nur auf n = 3 Grunddimensionen zurückgreifen - kann man von 
den m=7 unbekannten Exponenten drei eliminieren - sieben ist hier 
auch die Anzahl der als Unabhägig-Variable erkannten physikalischen 
Größen -,so daß sich schließlich m-n = 7-3 = 4 dimensionslose Potenz- 
faktoren ergeben werden,die als sogenannte Kennzahlen die Rolle von 
Unabhängig-Variablen übernehmen.Das ist aber die Aussage des X -Theo- 
rems von E.Buckingham. -— Man erhält nun: 


x = EIR RX ; %,= 1-X, ‘ X = E-2.R Ro Kgn2eKr ß 
Die Exponenten in G1.(15-3) werden der neuen Situation angepaßt: 


| (2+X,-X_-X (1-xX-) (2=-2xX,-X_-X,-2X.) X, X X X 
27 4577 7 4:75.776.°°77 4 5 6 7: 
Fu Pas k, BT ® eo .C :& .YT .Co To } 


durch Umordnung erhält man: 


(15-5). 


Es fällt auf,daß der Ausdruck (1.0.0) von der Dimension einer Kraft 
ist;deshalb müssen die übrigen Wertekombinationen dimensionslos sein. 
Zur Abkürzung werden jetzt dimensionslose Kennzahlen eingeführt, wel- 
che die Anfangsbuchstaben berühmter Wissenschaftler tragen: 


Froudsche Kennzahl ee /(L.g) 


Reynoldssche Kennzahl (L.c)N 
Machsche Kennzahl = c/ce, 
Webersche Kennzahl = (1.9. )/T, 
Damit lautet G1. (15-5) nunmehr: 
Es gilt offenbar folgende Gleichheit: 
2 u 2 _ 
Fuy/ (0,5.9 .c A) = F/(0,5.9 .c A)ı ‚ wenn Ku = Kı ist. 


Die zu Fur analoge Kraft in der Normalanlage Fr ist also berechenbar 
geworden.Allerdings hat die G1.(15-7) nur theoretischen Wert,weil sich 
in Praxis alle vier Kennzahlen in diesem Beispiel nicht gleichhalten 


lassen.Es gilt aber,folgendes festzuhalten: 


- Die Übertragbarkeit von Modellergebnissen auf die Normalan- 
lage ist nur durch die Einhaltung der Globalkennzahl Ku = Ar 
als völlig korrekt anzusehen. 

-In Praxis muß man: sich leider auf Haupteinflußgrößen beschrän- 
ken. 

- Ist Ky beispielsweise hauptsächlich eine Funktion von Re, 
dann muß zur Quasi-Gleichhaltung von K, = Kr nur beachtet 
werden,daß Ren = Ren ist ! - Die Exponenten sind somit unbe- 
deutend geworden. 

Sonderfälle: 

Ist die Schwerkraft wie bei Schiffsversuchen von besonderem Einfluß,dann 
gilt es,die Froudsche Kennzahl einzuhalten: Fry = Fry ö 

Beeinflussen hauptsächlich Zähigkeitskräfte das Geschehen,dann muß die 
Reynoldssche Kennzahl konstant gehalten werden: Re — Ren P 

Uberwiegen Kompressibilitätseffekte,so muß die Machsche Kennzahl beach- 
tet werden: May = Ma . 

Sind Oberflächenspannungen wesentlich, ist die Webersche Kennzahl ein- 
zuhalten: Wen = Wen . 
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16. DIE BEWEGUNG DER REELLEN FLUIDE 
16.1.  Bewegungsgleichungen 
16.1.1. Bewegung nach Couette 


Die Einführung in die Dynamik viskoser Fluide wird anhand eines all- 
gemeinen Beispiels vorgenommen: der Couette-Strömung. 

Zwischen zwei ruhenden,horizontalen Platten fließt ein zähes Fluid 
dank eines Druckunterschiedes P]-P, ‚Bild 16-1,Pos.a „Daneben sind 
noch bekannt: die absolute Zähigkeit N ‚der Plattenabstand h ‚die 
Kanallänge L ‚die Tiefenerstreckung (senkrecht auf der Bildebene b). 
Der Fließvorgang ist stationär,der Schwereeinfluß sei vernachlässig- 
bar.-Man ermittle: 

a) die Geschwindigkeitsverteilung c = f(y) ; 

b) den Volumenstrom V ; 

c) die mittlere Strömungsgeschwindigkeit en’ 

d) die maximale Geschwindigkeit SEE: 

e) die Verteilung der Tangentialspannungen 7T= f(y) ; 

f) die Intensität der Wirbelröhren [’. 


Lösungen: 

a) a =fiy): 

Das Kräftegleichgewicht an einem herausgetrennten Fluidquader (Bild 

16-1,Pos. b) lautet in x-Richtung: ZuPr; = php, - 2.TA=0,. 
2.3.(Pp, u P,).b = 2.b6.L.7 ; 

G1.(2-16) ermöglicht die Bestimmung von der Scherspannung r 
T=-9.acläay . 

Das Minuszeichen rührt davon her,daß die Geschwindigkeit c(y) bei 

wachsendem y abnimmt,die Scherspannung aber ein positives Ergebnis 


einbringen soll.- y.(p] - P,) = -L.n.de/dy ; 
pP} = pP 
de =- u e .«y.dy ;‚ die Integration ergibt 
1.797 
2 
P] = ® Y2 et | 
C=- —.--— + konst .- Mittels der Haft- 


um 


h/2 folgt schließlich die parabolische Ge- 


bedingung c =0O bei y 
schwindigkeitsver- 
teilung (Bild 16-1, 
Pos. c): 


(16-1). 


p)V: 


Das Volumenstromdifferential heißt dV = b.dy.c(y) nach Bild 16-1,Pos 
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BILD 16-1 
c) m : 
Die mittlere Geschwindigkeit folgt sofort aus : er 5 
b.h 


d) c : 
max 


Aus der parabolischen Geschwindigkeitsverteilung (G1.16-1) folgt 
für y= 0 win Kanalnmitte?: 


(16-4). 


e) T= f(y) : 


Verwertet man G1.(16-1) durch Differenzieren in 7= -9 .de/dy,dann 


erhält man die gesuchte Beziehung: 


m y (16-5). 


In Kanalmitte verschwindet die Scherspannung,gegen die obere oder un- 
tere Wand nimmt sie linear zu. 


a: 


Aus Bild 16-2,Pos. a,ist zu ersehen,daß sich zwei Wirbelzonen aus- 
bilden: in der oberen drehen die Einzelwirbel im Gegenuhrzeigersinn, 
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in der unteren im Uhrzeigersinn.Somit hat man es mit zwei Wirbelröhren 


BILD 16-2 


zu tun.Nach G1.(11-49),5.216,erlaubt die Berechnung der Intensität 
einer Wirbelröhre: 


[= de. |e .dAxX | 


OABCO OA 


Die Beträge der beiden Wirbelröhren sind gleich. 

Eine wirbelfreie Strömung hätte hier bei gleichem Volumenstrom die 

konstante Geschwindigkeit en im Querschnitt zur Folge gehabt.-Die 

wirbel dagegen induzieren Zusatzgeschwindigkeiten,so daß in Kanalmit- 
te die Strömungsgeschwindigkeit zunimmt und in Wandnähe bis auf null 
abnimmt. 

Bemerkungen: 

(1) Bewegt sich die obere Platte mit der Fahrzeuggeschwindigkeit v, 
bleibt die untere dagegen in Ruhe,so stellt sich im Falle Ap = O 
bei einer Newtonschen Flüssigkeit die bekannte lineare Geschwin- 
digkeitsverteilung nach Bild 16-2,Pos. b,ein: c= (v/h).y . 

(2) Überlagert man nun beide Fälle: Strömung bei ruhenden Platten 
und Strömung bei bewegter oberen Platte,so erhält man eine Ge- 
schwindigkeitsverteilung nach Bild 16-1,Pos. c. 

(3) Die durch die bewegte Platte verursachte Zusatzströmung bedeu- 
tet eine gewisse Pumpwirkung von links nach rechts. 


16.1.2. Bewegung nach Hagen-Poiseuille 


In einem engen,horizontalen Rohr strömt ein zähes Fluid von links nach 
rechts,Bild 16-3,Pos. a. 


CEZZZZZZZZZZ A 
0 0 _d4 


0 5 


Sehe hehe he che nenne. una ae 


BILD 16-3 


Folgende Angaben sind bekannt: d; L; P] ” Pa .-Man ermittle: 

a) die Geschwindigkeitsverteilung c = f(r)bei stationärer Strömung ; 
b) den Volumenstrom V ; 

ce) die mittlere Geschwindigkeit c_; 


m 


d) die maximale Geschwindigkeit ne 


e) die Verteilung der Tangentialspannung 7= f(r) ; 
f) die Intensität des Wirbelringes [. 


Lösungen: 
a)c=f(r) : 


Das dynamische Gleichgewicht wird an einem koaxialen Kontrollraum- 
element vorgenommen: ae = p.A- Ppu.A- TA! =0 „Bild 16-3,Pos. b. 


Ap. Tr.r© = 2.X.r.L. U - 9 .dc/är ; 
nach der Integration und Berücksichtigung der Randbedinguns r =d/2=r_ 
und c = 0 folgt: 


(16-7). 


b) V: 


Mit Hilfe des Volumenstromdifferentials dV = 2.7.r.är.c(r) ergibt 
die Integration von O0 bis ro: 


(16-8). 


(16-9). 
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4) Cmax ' 
In der Rohrachse ( r =(0 ) trifft man die maximale Geschwindigkeit an: 


G1. (16-7): ale 


e) T- f(r) : 

Aus (= -9.ac/är und der Differentiation von c(r),G1.(16-7),ergibt 
sich: 
(16-11). 


Die Scherspannunglist wiederum in Kanalmitte null und wächst linear 


mit dem Radius bis auf nz = (p} - P,).r,/(2.L) an. 


s)T: 


Bild 16-3,Pos. c,kann entnommen werden,daß in der oberen Kanalhälfte 

ein linksdrehendes Wirbelrohr und in der unteren ein rechtsdrehendes 
entsteht.Da hier kein ebenes Problem wie im letzten Beispiel der Couette- 
Strömung vorliegt - dort sind die beiden Wirbelröhren unendlich lang -, 
sondern ein rotationssymmetrisches und damit räumliches,bilden die 

beiden Wirbelröhren, zusammengefaßt,einen Wirbelring.-Wiederum verwende 
man G1. (11-49): 


L 
= 98 ar | c.dx + = | c .dx 
max 
OABCO OA Ö 
(16-12). 
Der Wirbelring erhöht die Geschwindigkeit in Rohrmitte bis RE und 


reduziert die Geschwindigkeit in Wandnähe bis c = 0, 


16.1.3. Allgemeine Bewegungsgleichungen 


Infolge des Zähigkeitseinflusses treten alle vier in Abschn.4,5.42/43, 

— 
erwähnten Kraftarten in der Fluidmechanik auf: äußere Massenkräfte Fl,» 
Trägheitskräfte nie ‚Druckkräfte (im Gleichgewichtsfall am Kontroll- 


raum als Stützreaktion verstanden) E% und Tangentialkräfte Er . 
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"Damit liegt auch die Beschäftigung mit dem 3.Arbeitsbereich vor (3.43). 
Die Berechnung der Einzelkräfte erfolgt prinzipiell mit den G1.(4-1), 
(4-2),(4-4) und (4-5).-Im dynamischen Gleichgewicht halten sich also 
nach dem d'Alembertschen Prinzip,G1.(8-7)+(9-15)+(9-16),folgende Kräf- 
te am fluidischen Kontrollraum das Gleichgewicht: 


(16-13). 


Dies ist die allgemeinste Bewegungsgleichung.Sie gilt für jede Strö- 

mung und für jedes Fluid ohne Einschränkung.-Sie wird für Sonderfälle 
weiterentwickelt.Geht man beispielsweise davon aus,daß es bei Absolut- 
strömung nur eine Trägheitskraft und eine äußere Massenkraft gibt,dann 
läßt sich G1.(16-13) mit G1.(4-2) und G1.(4-4) folgendermaßen angeben: 


(A) (A) 


oder in Differentialfornm: 


16.1.4. Gleichungen von Navier-Stokes 


Für Newtonsche Fluide,die man also bezüglich ihres Zähiskeitsverhaltens 
durch die G1.(2-14) bis (2-16),3.19,beschreiben kann,läßt sich die Dif- 
ferentialform der G1.(16-14) präzisieren.-Für ein inkompressibles Fluid 
kann man im Falle stationärer Strömung die x-Komponente der Scherspan- 
nung folgendermaßen ermitteln [27 ‘ 


dc oc, oc 
ei de - Zxrdx + yy dt .dz 
re | 
an 
g% 9% 0°, dx dy dz us, 
(= =N.(i. + je —+k. ).(i.— + j.— + k—) =7.grad c,.n 
x oy f) Z dn dn dn 


n = i.cos® + j.cos/d + k.cos y steht für den Normaleneinheitsvektor. 
Das Skalarprodukt n.grad c, ist die Ableitung von c, in der Normalen- 
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richtung.Für die entsprechende Kraftkomponente läßt sich angeben: 


F 


IN i.F, 47.21 14V -9.jaivt Voy).ar ‚wofür die zweite 


. (A) (A) (v) Integralformel von 
Gauß eingesetzt worden ist.Zudem erhält man über div(V ce )=V.(Ve,) = 
Ve, ‚wobei 
V ee V.V = — + + —— den Laplace-Operator 
dx° dy° dz° bedeutet,nachstehende 

Gleichung: 


= 2 ns 
B2 = bs IV c,.dV und bezüglich der Masse: ee - r 
m 
(V) 


—ı— 


Über die Resultierende in differentieller Form a = i.dF,„+j.dF, + 
k.dF 


+ 


ergibt sich,auf die Masse bezogen: 


tz 


(16-15). 


Setzt man G1. (16-15) in G1. (16-14) ein,dann erhält man in Komponenten- 
form die drei Navier-Stokeschen Differentialgleichungen,die sich zu 
einer Vektorgleichung zusammenfassen lassen: 


(16-16). 


Es gibt nur wenige exakte Sonderlösungen hierzu,wie z.B. die Bewegungen 
nach Couette und Hagen-Poiseuille (s.Abschn. 16.1.1 und 16.1.2). 


16,2% Grenzschichten 


16.2.1. Bewegungsgleichungen im Grenzschichtbereich 


Vergleicht man die ebene Potentialbewegung um einen Kreiszylinder 

(Bild 13-8 und Bild 16-4,Pos. a ) mit der analogen Umströmung durch ein 
reelles Fjuid,Bild 16-4,Pos. b,so stellt man folgendes fest: Auf der 
Vorderseite (VS) ähneln sich die Strömungen bis auf die sich ausbilden- 
de Grenzschicht im reellen Fall (Prandtlische Grenzschicht!).Auf der 
Rückseite (RS) dagegen löst die Strömung im reellen Fall in den Punk- 
ten B\ und B, ab.Der Grenzschichtbereich wird von der festen Wand 

(B] ,C,A,D,B,) und der flüssigen Linie (B,] ,B],C',A',D',B,),B,) einge- 
schlossen.Die Trennungslinien B!E, und BAE, scheiden den Wirbelbe- 


2: 
reich vom äußeren Potentialbereich und gehören nicht mehr zur Grenz- 


— Du mn mn un m u u u mi 


BILD 16-4 


schicht.-Man untersuche nun die Scherspannungen innerhalb und außer- 
‚halb der Grenzschicht bezüglich ihrer Größenordnung,und zwar für ein 
natürliches Fluid.Als Beispiel dienen die Verhältnisse in y-Richtung. 
Innerhalb der Grenzschicht gilt: 


g = ln + rel) nach S.309 unten rechts,wenn man 8 =7/2 setzt. 
Da rö/rl mit a; +d gegen eins geht,gilt eg” 2.00 „Somit 
folet: T= 7 .2.Co/d !-Wegen der Kleinheit von Ö nicht zu ver- 
nachlässigen (s.S.180) ! 
Außerhalb der Grenzschicht gilt: 
7=9%Y.1lim (2.00 - to)/(y re 0! - Schlußfolgerung : 
JS Ein natürliches Fluid verhält sich innerhalb der Grenz- 
schicht wie ein reelles Fluid und außerhalb wie ein voll- 
kommenes (vgl. Abschn.15.1 ‚S.320). 
Die Navier-Stokeschen Differentialgleichungen lassen sich für den Grenz- 
schichtbereich vereinfachend darstellen,wenn folgende Vernachlässigung- 
en beachtet werden: fzo0 wegen Geringfügigkeit der Grenzschichtmasse; 
da man von einem quasi-ebenen Problem- ausgehen möge,verschwinden alle 
z-Änderungen: o/%z = 0 und „= O;deshalb reduzieren sich die 
Navier-Stokesschen Gleichungen (16-16) unter Zuhilfenahme der G1. (11-13), 
nämlich der substantiellen Beschleunigung, zu: 


9 ı 9 z 
Be + ee Bi = . x Pr. "x ) 
x oY 9 %x 92 %y° 
2 2 
AL LI ‚ y „2 Yy er 
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Bild 16-5 zeigt eine Grenzschicht 
mit Wand und schwach gekrümmter 


{ . x-Achse des Koordinatensystens. 
— _ 
IC = Vernachlässigt man die y-Xompo- 
RI . . . 
== 8\ ——— ——. nente der Geschwindigkeit,so ver- 
e Ba, KRRRRT A einfachen sich oben stehende Glei- 
TFA BILD 16-5 chungen weitgehend : 


(16-17a). 


Aus G1.(16-17a) folgt : 

(1) Wenn der Druck unabhängig von y ist,dann gilt sofort: dp/dx =dp/dx. 

(2) An einer bestimmten Stelle x ändert sich der Druck in y-Richtung 

2 nicht.Dies ist bei der Druckmessung durch "Wandbohrungen" von ent- 

scheidender Wichtigkeit ! - Die Messung des statischen Druckes 
wird also durch die Grenzschicht nicht verfälscht.- 

Nun wird die Größenordnung der Geschwindigkeitsglieder in Gl. (16-17) 

abgeschätzt: Wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt: 
de /Ox Ac /Axmec,/x und 9°0,/ 9 x“= - ex ‚sofern man c, 

als Mittelwert konstant hält;Geltungsbereich: ze 0,0, 1 nach 

Bild 16-4,Pos. b. 2 


9c,/öy® dc /Ay = c,/y und 9°0,/9y° I e,/y° für ye[o,ö! , 
DaI&L,., und ST 1%,  sind,läßt sich schlußfolgern: 

wu l 
|9°°,/3 x ki |9%e /9 yel .Damit ist die Vereinfachung von G1.(16-17) 
zu rechtfertigen: dc, 1 dp 52 | 


(16-18). 


Die notwendige Integration ist recht schwierig.Da die Funktion aus der 
physikalischen Anschauung heraus stetig und eindeutig,also differenzier- 
bar sein muß,1äßt sie sich in eine Potenzreihe entwickeln: 


(16-19), 


= 2 n ® | 
c„=a, $ a]J + au + ee + a, 07 für yE(0,6) 


wenn man die Untersuchungen an einer bestimmten Stelle x vornimmt. 


Ermittlung der unbekannten Koeffizienten: 
(1) Die Randbedinsung ergibt an der Wand für y=0 und ed: a,=0. 
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(2) Die erste Ableitung ergibt mit y = 0 zunächst 90,/9y = 2. 
(3) Die zweite Ableitung ergibt mit y=0: 9% /9y° = 2.a, .Setzt 
man diesen Wert in G1. (16-18) ein,so folst für a,=0,5/7 .Ap/dAx . 


An der Fluidgrenze y =8 gilt selbstverständlic „= 6, » Wo- 
bei Cr die Außen- oder Potentialgeschwindigkeit bedeutet.G1.(18- 
19) nimmt die Form an: cn = a1 .Ö + a,.8° + rt a. ‚Die Glie- 


der für n>2 können vernachlässigt werden: 

cC_x a, .0 + a,.8° = a] .Ö + 0,5 /% .dp/äx. S® ‚ es folgt somit: 
2° 

ce -a6 1 dp .2 


p 


Hiermit ist die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht nähe- 
rungsweise bekannt gemacht worden. 


16.2.2. Physikalische Betrachtungen 


Die folgenden Betrachtungen haben prinzipielle Bedeutung,obwohl sie 
am Beispiel des reell umströmten Zylinders (Bild 16-4,Pos. b) ange- 
stellt werden. — Für zunehmendes x gilt in 


| i 
Zone AC : Grenzschichtdicke $ wächst von Ö an;die Geschwindigkeit 


min 
steigt von Co = 0 bis © pmax = 2.0. ;der Rn sinkt von 
Pas auf Pin *” — ist wegen y<d und y>y“ immer positiv. 


Punkt C': dp/äx = 0;561.(16-20) zeigt: c, = (e,/8 \.y= (2cej/)y! 


Zone C'B] die Grenzschichtdicke wächst weiter;die Geschwindigkeit 
nimmt wieder ab bei wachsendem Druck. 

Von BJ an nimmt Ce, 
in Abhängigkeit von y 
‘positive und negative 
Werte an;letztere sind 
dann vorhanden,wenn in. 
G1. (16-20) der erste 
und dritte Summand zu- 
sammen kleiner sind als 
der Betrag des zweiten. 


Die strichpunktierte 


BILD 16-6 Linie ist der geometri- 


sche Ort für c,-o0. 
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Im Punkt BJ löst die Strömung von der Wand ab!-Die Linie BE, ist 

die Spur einer Trennungsfläche zwischen der positiven und negativen 
Geschwindigkeitszone.Alle ihre Punkte sind Wirbelmittelpunkte.Die (S.215) 
Trennungsfläche wird auch Diskontinuitätsfläche genannt. Der Bereich 
zwischen BBJE, und B.BSE, (Bild 16-6 und 16-4,Pos. b) heißt oft 
auch "Totwasser".In ihm herrscht weitgehend der Druck von BJ und B>. 


Er ist größer als Par = P ‚aber um einiges kleiner als Pre Pax ° 


Die Druckkräfte auf der Vorderseite des Zylinders sind also größer als 
auf der Rückseite,so daß sich in Strömungsrichtung eine resultierende 
Druckkraft einstellt ,die man als Druck- oder Formwiderstand bezeichnet. 
Das Flächenintegral 2 -HT.aa ist die durch die Grenzschicht ent- 
standene Reibungskraft,die man,längs- c„, gesehen,Reibungs- oder Flächen- 


widerstand nennt .Beide zusammengenommen,bilden den Gesamtwiderstand: 


(16-21). 


16.3. Experiment von Reynolds,Laminarität,Turbulenz 


Die Versuchsanordnung gestattet eine stationäre Wasserströmung mit- 
tels der Drehhähne H, und H,.Durch den Überlauf ist gleichbleibende 


Wasserstanshöhe h gewährleistet,Bild 16-7.Durch H, kann der Volu- 


Re > 2320 


BILD 16-7 


menstrom und damit die Strömungsgeschwindigkeit im Rohr eingestellt 
werden.-Läßt man zur Wasserströmung noch einen Farbstoff einfließen, 


= 39 = 


dann nimmt der Farbfaden verschiedene Gestalt an,je nachdem,welche 
Strömungsgeschwindigkeit vorherrscht. 
Erinnert man sich der Ausführungen in Abschn.15,wo auf die Notwendig- 
keit hingewiesen worden ist,fluidmechanische Experimente durch Kenn- 
zahlen zu fixieren,und bedenkt man zudem,daß im vorgestellten Experi- 
ment Reibungskräfte (Grenzschicht an Rohrinnenwand) von besonderer Be- 
deutung sind,dann ist es hier nunmehr angebracht,die Reynoldssche Zahl 
nach G1. (15-6) für die Rohrströmung wohl zu definieren: 

D.c 


T 


Die Länge als charakteristische Größe wird beim Rohr vom Durchmesser 
eingenommen. Als Geschwindigkeit hat man die mittlere Strömungsgeschwin- 


Re = (16-22). 


digkeit eingeführt. 

Variiert man nun mit Hz die Strömungsgeschwindigkeit im Rohr,so be- 
einflußt man natürlich auch den Wert der Reynolädsschen Zahl.Bei sehr 
kleiner Re-Zahl gilt Bild 16-7,Pos, b: achsparalleler Faden.-Bei etwas 
erhöhter Geschwindigkeit wird der Farbfaden schon welliger,Bild 16-7, 
Fos. c.-Bei sehr großer Strömungsgeschwindigkeit führt der verwirbelte 
Farbfaden wilde,ungeoränete Quer- und Längsbewegungen aus,die der Marsch- 
geschwindigkeit des Wassers überlagert sind,Bild 16-7,Pos. d. 

Viele Versuche(bei nicht erschütterungsfrei gelagerter Versuchsanord- 
ae 2320 ‚bei welcher 
etwa der Umschlag von der parallelen Schichtströmung,der sogenannten 
LAMINARSTRÖMUNG,in die TURBULENTE STRÖMUNG eintritt. 

In der turbulenten Strömungsform sind der Hauptgeschwindigkeit er 


nung) ergaben eine kritische Re-Zahl von Re 


Schwankungsgeschwindigkeiten e überlagert. 

Die physikalische Ursache für die Turbulenz ist noch unbekannt.Darü- 

ber heißt es in[8]: Dies ist auch heute noch ein aktuelles Forschungs- 

thema.-Es handelt sich also um einen äußerst komplizierten physikali- 
schen Effekt,den schon viele namhafte Forscher theoretisch und experi- 
mentell zu erfassen suchten.Man denke nur an Reynolds,Taylor,Tollmien, 

Schlichting,Prandtl, v.Kärmän u.a. 

Eine einfache Erklärung wird hier angeboten für die Tatsache,daß es : 

starke Querbewegungen gibt,wofür man bislang noch keine Auskunft ge- 

ben konnte: 

- Molekularkräfte schließen viele Moleküle zu makroskopischen Fluid- 
ballen zusammen (ähnlich der Brownschen Bewegung in einer Kolloid- 
lösung). 

- Da in der Laminarströmung mikroskopische Wirbelzentren durch die 
Wandnähe (siehe Couette-Strömung;Hagen-Poiseuille-Strömung) sich aus- 
bilden,ist auch für die Fluidballen eine Wirbeltendenz zu verzeich- 
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nen.Es bildet sich eine kleine örtliche Zirkulation aus. 

-— Fluidteilchen,die von der Wirbelung erfaßt werden und kurz davor 
sich nur translatorisch bewegten,zollen ihren Beitrag an die Rota- 
tionsenergie und werden mit dem Wirbelkern in Marschrichtung lang- 
samer. 

-— Durch die Verlangsamıng sind die Wirbelballen einer relativ größeren 
Anströmungsgeschwindigkeit ausgesetzt.Wenn aber nach dem Kutta-Jou- 
kowskyschen Qertriebssatz,G1.( 12-50),S.297,eine Zirkulationsströ- 
mung und eine Parallelströmung superponiert werden (s.auch Abschn. 
13.4.,9.313,7.Beispiel),dann entsteht eine Querkraft,die eben im 
Falle der Turbulenz durchaus die Querbewegungen erklären hilft. 


16.4. Turbulente Grenzschicht , Einfluß der Oberflächenrauhigkeit 


Sxperimente zeigen,daß die Grenzschicht längs einer festen Wand ihren 
läminaren Charakter nur bis zu einem Punkt U ‚dem Umschlagspunkt, 
beibehält,Bild 16-8,Pos.a.Von hier an nimmt sie Turbulenzcharakter an. 
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Die Grenzschichtdicke nimmt verstärkt zu.-Eine vertiefte Interpreta- 
tion theoretischer Ergebnisse zeigt,daß die turbulente Grenzschicht 
gar nicht die feste Wand berühren kann: Es muß also zwischen der Wand 
und der turbulenten Grenzschicht eine laminare Zwischen- oder Unter- 
schicht immer vorhanden sein. 

Bei einem geschlossenen Fluidgebiet,wie es die Rohrströmung darstellt, 
Bild 16-8,Pos. b ‚reicht die laminare Unterschicht von Ya bis r.. 
Der übrige Rohrbereich ist turbulent für Re 2320 . 

Beim offenen Fluidgebiet unterscheidet man ärei Strömungsbereiche: 

-— die Laminargrenzschicht LG bis zum Umschlagspunkt U ; 

- die turbulente Grenzschicht TG mit der laminaren Unterschicht LU; 
- den Bereich der Außenströmung oder Potentialbewegsung PB. 
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Die Länge L zwischen dem Staupunkt und einem beliebigen Punkt der 
Grenzschicht P dient zur Bildung der Re-Zahll :; Re=c„-U/N . 
Experimente belegen,daß die Re-Zahl bezüglich des Umschlagpunktes ei- 
nen Wert von etwa Re;; = 5.10? annimmt.Vom Umschlagpunkt an,nimmt 
die laminare Unterschicht der Dicke nach ab. 


Glatte Wände besitzen doch noch minimale Rauheiten und Unebenheiten. 
Einen übertrieben rauh gezeichneten Oberflächenverlauf zeigt Bild 16-9. 
Solange die rauhen Stellen in 
die laminare Grenzschicht 
eingebettet sind,haben sie 
keinen Einfluß auf die Wand- 
schubspannung.Wenn die Rau- 
higkeitsspitzen aber in den 
turbulenten Bereich der Grenz- 


schicht hineinragen, beeinflus- 
sen sie wohl die Reibungsspan- 
nungen.-Die absolute Rauhigkeit definiert man als arithmetischen Durch- 
schnitt (z.B.: kı ; k, ; 
Rauhigkeit.Man wählt als Bezugsgröße eine geeignete Referenzgröße;beim 


k, ).In Praxis definiert man eine relative 


Rohr beispielsweise den Durchmesser.Damit lautet die relative Rauhig- 
keit k/D !- 


17. Bernoulligleichung mit Dissipationen 
17.1. Theorie 


Die Wirbelarbeit in der Energieformel,G1. (12-10),8.232,entartet bei 
reibungsbehafteten Strömungen ohne Arbeitsaustausch mit der Umgebung 
in die Dissipationsarbeit der Reibungskräfte: W = |F,.dr” ‚Auf die 
Masse bezogen,schreibt man: Wo = W„/dm . Die EndrZieformel wird 
damit für stationäre,inkompressible Strömungen in der Form: 


(17-1) 


auch Bernoulligleichung mit Dissipationen genannt.Zur Überwindung der 
Reibkräfte ist eine zusätzliche Druckkraft vonnöten,so daß auch zu die- 
sem Zweck ein zusätzlicher Druckunterschied zur Verfügung gestellt wer- 
den muß: Man spricht vom sogenannten Druckverlust pP, ‚er entspricht 
der auf das Volumen bezogenen Reibungsarbeit: 


(17-2). 


Setzt man diese Gleichung in G1.(17-1) ein,dann erhält man die Ber- 
noulligleichung mit Dissipationen in ihrer Druckforn;: 


(17-3) « 


Man kennt prinzipiell zwei verschiedene Dissipationsarten: 

- Lineare Dissipationen;sie sind von der Länge L der Stromröhre 
abhängig wie etwa bei einer geraden Rohrleitung. 

- Lokale Dissipationen;sie sind von der Längenerstreckung des Ge- 
rätes weitgehend unabhängig.Sie werden verursacht durch lokal 
konzentrierte Reibungseffekte,massive Druckänderungen und Ände- 
rungen der Strömungsrichtung: Alle zusammen lassen lokale Wir- 
bel entstehen.Man denke dabei an: plötzliche Querschnittsände- 
rungen,Rohreintritte,Siebe,Diffusor,Düse ,Rohrkrümmer ,‚Rohrver- 
zweigungen,Ventile u.v.a. 


Ermittlung linearer Dissipationen: 


In Bild 17-1 ist der Kontrollraum einer stationären,inkompressiblen 
und horizontalen Rohrströmung bei gleichbleibenden Nennweiten angege- 
ben. Aus dem Kräftegleichgewicht folgt: p,. (7/4) .D° = Ts NaDe 3 


pP, = 4.T.(L/D)| .-Die Reibungs- 


222200 kraft F, =7.7.D.L hängt 
FyzAPı er ee = Ar „=-APp) erfahrungsgemäß von nachstehen- 
y EN Be den physikalischen Größen ab: 
_ R= TAr=TTDL Durchmesser D,Dichte E ‚mitt- 
0 x P>m lere Geschwindigkeit c,kine- 

PI -P2=Py BILD 17-1 matische Zähigkeit Y ‚Rauhig- 


keit k,Leitungslänge L.-Hat 
man aufgrund von Vorversuchen und theoretischen Überlegungen die wich- 
tigsten Einflußgrößen erkannt,dann wird man mittels der Dimensionsana- 
lyse eine Funktion F, = f(D,9,c,Y,k,L) ‚G1.(15-2),in Form einer Potenz- 
reihe x 


t 


x 
= l 

Fr, = 28,0. p 

satzmäßig bestimmen,um über die sich ergebenden Potenzprodukte ( nach 


x > FE « G1. (15-3) ‚wenigstens an- 
ec 3, Y 4% > L 6 


dem X-Theorem von Buckingham kann man jede Gleichung zwischen physi- 
kalischen Größen in die Form einer rein mathematischen Funktion von 
dimensionslosen,aus den Größen gebildeten Potenzprodukten bringen,S.322) 
gezielte Hinweise für die Experimentierkunst zu finden!-Obiger Ansatz 
führt zur Dimensionsgleichung: 


= 993 


x. x x x X X 
1.M.T” = 1 1,.(m.1”?) 2a.) 3.012.071) 41,50 , Koeffizien- 


tenvergleich: 


.% 1 = x]-3.X otXz+2. XytXtR, x, = Be ; 
T:ı-2 S-Xz-X, %, = ap ; 
M: l= X) X, = 1 . 
Einsetzen der Exponenten in F, und Umordnen im Sinne von G1.(15-5) 
ergibt: u x 
k? 2„® 
=9.0° Pe; or: k m — 
x X 
D u, “4 95926 
N X I 15 ]°e 
F\ = .c“.7 ki-(7..) -k/D) “.(L/D) A,.c k: Ya _ ; 
t A, 7 DsC > Ze D in) 
un En uw D 2X . 1 33 . mer, Sa 
L 2 L | 
Du u. .-.(4.K) ; man definiert nun nach Darcy-Weisbach den 
L D e D ' dimensionslosen Koeffizienten,die sogenannte 
| Rohrreibungszahl: 
\=4.K= f (Re,k/D,L/D) (17-4) 


A hängt zunächst von der Reynoldsschen Zahl Re ‚der relativen Rau- 
higkeit k/D und der relativen Rohrlänge L/D ab.Für den Druckver- 
lust gilt dann: 


(17-5) 


Druckverlustmessungen ergaben nun,daß p, ur linear von L/D ab- 
hängt,so daß also \ nicht von L/D beeinflußt wird,weil die L/D-Ab- 
hängigkeit bereits durch den daneben stehenden Faktor L/D berücksich- 
tigt ist.-Für die Rohrreibungszahl gilt jetzt vereinfacht [10] : 


A=f(Re,k/D) (17-6), 


In Bild 17-2 sind für künstlich rauhe Rohre (Sandrauhigkeit Ku) zahl- 
reiche Forschungsergebnisse angegeben.Da der Zusammenhang zwischen k, 
der realen Rauhigkeit,und k, ‚der Sandrauhigkeit,nur unbefriedigend 
bekannt ist,begnüge man sich in Praxis mit kuk, .„-Nachstehend folgen 
Namen,Geltungsbereich usw. der Gleichungen,die im Diagramm von Bild 
17-2 verwendet worden sind. -Nur im laminaren Fall läßt sich A rechne- 
risch ermitteln,z.B. durch Umformung von G1.(16-9): 

Pu=Py-Py=32.0 +L. /D2.P/p.c /e 2/2 =(64/Re)(1/D).(9/2).c$ ; somit 


NT THYDRAULISCH 
8 0040 IR POREMENRN ; 


LT BL on, 

\ ZB u“ 
ö SE rt ” 
z SS EHE HH 
m BRSISus kl 10002 
e —IISS IE ann 
c BERHER: I 000005 
'e) BE RE | 000002 
c ee 1 000001 
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REYNOLDSSCHE ZAHL Re ———— 


(D HAGEN-POISEULLE (laminar) ,G1.(17-7) 

& BLASIUS (turbulent u.hydraulisch glatt), G1.(17-8) 

® PRANDTL( 17 m 4 -"- ), G1.(17-9) 

@G) COLEBROOK -WHITE (turbulent rauhes Übergangsgebiet ) ‚G1.(17-10) 
& PRANDTL-NIKURADSE (turbulent u.hydraulisch rauh ), Gl.( 17-11) 


__@& vKÄRMÄN-HYPERBEL (Grenzkurve ), Gl. (17-12) BILD 17- 


Ks 
D 


— RELATIVE SANDRAUHIGKEIT 


2 
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Sale 


folgt durch Umformung von G1.(16-9) nach Hagen-Poiseuille im laminaren 
Fall (Kurve 1): \ 


Blasius weist für den turbulenten und hydraulisch glatten Fall nach 


(Kurve 2): 
\ 20.3164. Re (128); 


Nach Prandtl gilt gleicherweise (Kurve 3): 


(17-9). 


Für den Übergangsbereich,in dem die Reynoldssche Zahl und die relative 
Rauhigkeit eine Rolle spielen,geben Colebrook und Ühite an (Feld 4): 


2.K 


1,70-2.101 


(Feld 5): 
(17-11); 


e / 
Von der Grenzkurve an,die v.Kärman angab,Kurve 6 : 


Re. (K/D)I/\ = 260 (17-12) 


spielt also nur noch die relative Rauhigkeit eine Rolle. 


Ermittlung lokaler Dissipationen: 


Jede Armatur ist für sich zu untersuchen.Man faßt in G1.(17-5) die 
Faktoren L/D und A zusammen und definiert einen dimensionslosen Ver- 


lustbeiwert | 
Ö = £ (Geometrie,Rauheit,Re) (17-13), 


so daß sich der Druckverlust mit 


(17-14) 


berechnen 1läßt,wobei zu vereinbaren ist,an welcher Stelle die Geschwin- 
digkeit gemeint ist.In Handbüchern findet man meistens nur Angaben 
für U in Abhängigkeit von der Geometrie ! 


are 


17,2; Anwendungen 
17.2.1. Lokale und lineare Dissipationen in Rohrleitungen 


1.Beispiel 


Auf den Seiten 286/288 ist der Carnotsche Stoßverlust behandelt worden, 
so daß der Druckverlust P+= & Pa ‚G1.(12-43),berechenbar gemacht 
worden ist.-Hier soll nun in Ergänzung der Verlustbeiwert \ beschafft 
werden. 

Lösung: 


Man forme die G1. (12-43) um: 


. (e]-°z ä (e7-03)=2.01. ne 


p, = >. (0,-0,)"= ? 


2 2 cJ 
BILD17-3 
Berücksichtigt man die Kontinuität: 
a°.ch = D°.o, ‚so folgt für den Verlust- 


beiwert: a _ 33° m € E (am)?] 2 
c a nl Een Fe Se a | 

Bemerkung: Ist die Kanalerweiterung nicht mehr plötzlich,sondern all- 

mählich wie in Bild 17-3,wobei es sich dann um einen Dif- 
fusor handelt,dann sind die Druckverluste geringer,was durch einen 
Reduktionsfaktor Koed = 0,05 = 0,3 festgehalten wird,unter der Be- 
dingung aber nicht abgelöster Strömung,was durch die Einhaltung der 
Angabe 2.xX<8° gewährleistet ist. 


2 
ee 4 E R (@/0)?]| 


2.Beispiel 

Zu den wenigen Verlustproblemen,die rechnerisch in Griff genommen wer- 
den können,und zwar bei genügender Genauigkeit,gehört auch die plötz- 
liche Richtungsänderung einer Strömung.In Bild 17-4 ist der maßgebende 
Kontrollraum der Knickzone angedeutet.Kräfte parallel zur Knickebene 

EE heben sich gegenseitig auf;es bleiben,von Wandreibungskräften abge- 
sehen,zwei Druckkräfte,der eintretende Impulsstrom und die Reaktion 

des austretenden Impulsstromes übrig.-Man berechne nun den Verlustbei- 
wert T für die plötzliche Richtungsänderung. -(Kanalhöhe n | Bildebene). 


Lösung: 
Das Kräftegleichgewicht in x-Richtung liefert folgenden Zusammenhang: 


- 343 - 


Pu Pe I .cos -I!+4F .sinX - 
a+t# 
KANALGITTER ae P 


-F 9. sin = 0 ;der Volu- 
’ menstrom beträgt: V =0,.5.h.sin« ; 


es folgt: | 
O .c,.sin& Sch, (c,-c,] .cosß) = 


E 
P]-P, =9 .C,. (8,-0].c08[2 ) (1): % 
a se ea 
Aus G1.(17-3) folgt auch für die 
en Druckverluste: 
N | pP, ={27-P2) + (9/2).(03+03), (2). 
0. 7.5 IV AT en el 


Setzt man (1) in (2) ein,so folgt 
unter Einsatz von G1.(17-14): 


l 


P. = (P/2).(ef - 2.0,.0,.c08 ß +05) = ß .(2/2).cl 


mit V= e..s.h.sinX =c 


2 j.$ .h.sin ’y folgt schließlich: 


ä 
@ ie 2. U, cos ß + a . 
sind. sinol 


Bemerkung: 


Im Prinzip liegt hier auch die Verlusttendenz einer Krümmerströmung 
vor.Allerdings mıß das Ergebnis E mittels eines Ausgleichfaktors k, 
korrigiert werden,weil wegen der Zentrifugalkräfte eine massive Ge- 
schwindigkeitsverteilung in .der Krümmerzone sich ausbildet (außen 
langsamer,innen schneller),die im Auslauf zu zusätzlichen Mischungs- 
verlusten führt.Experimente sind unumgänglich hierzu. 


3.Beispiel 


Eine Rohrleitung führt aus einem großen Wasserbehälter von A nach B, 

wo sich ein einstellbarer Schieber befindet.-Angaben: L = 500 m;D=0,5 m; 
H = 350 m; \Y = 10° me/s; Ventilverlustbeiwert Ch = 0,5 bei Vollöff- 
nung und & , = 20 im halb geöffneten Zustand;mittlere Rauhigkeit,die 

in Näherung auch der Sandrauhigkeit entsprechen möge, kmk, = 0,5 mm. 
Rinlaufverlustbeiwert © o = },— Man ermittle: 


a) die mittlere Strömungsgeschwindigkeit C„) und den Volumenstrom V 
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bei vollständiger 


z Schieberöffnung; 
b) ebenso bei halber 
Öffnung; 
c) Erläuterung von 
Bild 17-5. 
Lösungen: 


a) co) und V: 


Bei Aufgaben dieser 
Art verwende man 
grundsätzlich die Gl. 
(17-3),die Bernoulli- 
gleichung mit Dissipa- 


BILD 17-5 tionen,und die Gl. 

(17-5) und (17-14), 
womit die entsprechenden Druckverluste berechnet werden.Zwischendurch 
ist mit der Re-Zahl,61.(16-22),zu arbeiten,was für die Ermittlung der 
Rohrreibungszahl A erforderlich ist.Häufig muß man auch zunächst einen 
A -Wert annehmen und im nachhinein eine Re-Kontrolle durchführen, was 
u.U, zu einem iterativen Lösungsweg zwingt. 
G1.(17-3): pP, =D, =Pp, 50, =0 (Torricelli !) ; o,=c,,; 2)2,=H. 
Somit ergibt sich: 
n/2+sH=n = WUP)Zpı Hl, ri WW +&, he. 

EEE LEE TEL TATEN. 


Fe u 5 
(17-15). 


1+C_ +0, +1. 


Da A = f (Re,k/D) ‚G1.(17-6),ist,zur Berechnung der Re-Zahl die Geschwin- 
digkeit aber fehlt,tritt bereits der Fall notwendiger A -Schätzung ein. 
Sofern es sich um eine rauhe Oberfläche handelt,nimmt man zum Gebrauch 
von Bild 17-2 die relative Rauhigkeit zu Hilfe;im vorliegenden Beispiel 
wähle man für k/D = 0,5.10”?/0,5 = 0,001 eine Rohrreibungszahl von 

= 0,02 .- Für hydraulisch glatte Rohre schätze man die A -Werte 

auf den Kurven 2 und 3 in Erwartung einer turbulenten Strömung,sonst 
gilt Analoges für Kurve 1 im laminaren Fall.-Hier folgt nun in Zahlen: 


rn 
2.9,81.350 
EEE m/s ; cn = 77,47 m/s . 
1+1+0,5+0,02.500/0,5 zZ —— 
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Jetzt hat sofort die Re-Kontrolle zu folgen: Re = 17,47.0,5/10”® ; 

Re = 8,735.100 , 
wobei die A-Annahme im turbulent,rauhen Bereich (Zone 5 in Bild 17-2) 
bestätigt worden ist.-Wo nicht, sa hätte man für diese Re-Zahl und 
die relative Rauhigkeit eine zweite Näherung von X dem Diagramm ent- 
nehmen müssen usw. (iteratives Vorgehen!). - Der Volumenstrom ist dann: 


v = (R/4).D°.o, = (R/A).0,5%.17,47 m/s; TV = 3,426 m’/s . 


t ! . 
b) en) und V' : 


Rn t 
Setzt man für Sn den geänderten Wert C, = 20 ein,dann erhält man: 


= 


c' = 12,79 m/s und V'= 2,51 n’/s . 


c) Erläuterung von Bild 17-5 : 


Zwischen der x-Achse und der Niveaulinie FG liegt das gesamte zur 
Verfügung stehende Gefälle H;das ist aber die Gesamtenergie,die in 
einem Stromfaden mitgeführt wird.Man kann die G1.(17-3) auch in ihrer 
Höhenform angeben: 


(17-16). 


Gilt wie im obigen Beispiel pP] = Pu + und PJ) = Pau + Po, »50 blei- 
ben nur die statischen Überdrücke in der Rohrleitung übrig.-Es sind 
nachstehende Bezeichnungen üblich geworden: 


Überdruckhöhe h,ı = Da /(2.8) 


Geschwindigkeitshöhe h, = ee 2.8) ; 


(17-17). 
Ortshöhe zZ : 
Gesamtenergiehöhe H ; 
Druckverlusthöhe £ hi =7P.;/ (g 8) 
Somit gilt auch für Beispiele der behandelten Ärt: 
H= tb +tz2+Zh, (17-18). 


Ergänzende Begriffe: 


Linie FG : Energieniveau bei reibungsloser Strömung; 


Linie FCB : Drucklinie;piezometrische Linie wegen h, = h,tz : 
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diese Linie ist auch unter dem Namen Flüssigkeits- oder 
Wasserlinie (siehe Kanal- und Flußströmungen) bekannt. 


Nachtrag: 


Die Rohrreibungszahl X ist bisher nur auf voll ausgefüllte Rohre mit 
Kreisquerschnitt bezogen gewesen.-Wann darf man die A-Werte auch auf 
unrunde und nur teilweise ausgefüllte Querschnitte verwenden?-Folgende 
Überlegung führt zum Ziel und wird auch durch Experimente bestätigt: 

Das Kräftegleichge- 
wicht in x-Richtung 
für einen Kontroll- 
raum aus einer hori- 
zontalen Rohrströ- 
mung lautet,Bild 17-6: 


2 . _Tı_ B 
Ze I]#F 2° 1 Fo ) 


Die Impulsströme he- 


0 BILD 17-6 x 
ben sich gegenseitig 


auf.Es bleibt also: (p, _ P,).A =7T.U.L . - Die allgemeine Abhängig- 
keit von 7 ist in der Ableitung zu 61.(17-4) als 7 = (#/2).c“.K er- 
kannt worden.Damit ist auch K = A/4 !-Setzt man P]-P)= P, ‚dann 


ergibt sich: L 

pP, = (A/a).(P /2).e.v.1/a = A. ER. ‚Diese Gleichung 
ist analog zu G1.(17-5) aufgebaut. (det) 2 Deshalb definiert 
man U 

Es bedeuten: D,, = hyaraulischer Durchnesser; A = Strömungsquer- 


schnitt; U = benetzter Umfang.-Bildet man nunmehr die Reynoldssche 
Zahl mit dem hydraulischen Durchmesser,so darf A für Kreisrohre ver- 
wendet werden. Allgemein gilt dann auch: 


(17-20). 


112:2, Dissipationen in Kanälen und Flüssen 


17.2.2.1. Einführung 


Hier werden für die Kanal- und Flußströmung folgende Voraussetzungen 
gemacht: 
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(1) der Strömungsquerschnitt bleibt konstant; (2) die Spiegelober- 
fläche ist parallel zur Sohle; (3) die Strömung ist turbulent.-Im 
Grunde genommen kann man diese Strömungsart mittels der G1. (17-3) und 
G1.(17-20) bearbeiten.Im Wasserbau hat sich jedoch eine modifizierte 
Betrachtungsweise durchgesetzt: 

Aus der Gleichgewichtsbetrachtung in Strömungsrichtung erkennt man 

aus Bild 17-7,Pos.a,daß Druckkräfte und Impulsströme sich gegenseitig 
neutralisieren,so daß nur der Hangabtrieb F'.sinx und die Reibkraft FL 
sich das Gleichgewicht halten müssen: F„.sinX = T .U.L .Aus der Di- 
mensionsanalyse weiß man um die Beziehung 7 = (8 /2).c©.K .Führt man 
hier üblicher- 
weise das rela- 
tive Spiegelge- 


fälle ein: 


(17-21), 


so läßt sich 
aus obigen Zu- 
sammenhängen 


y ohne weiteres 
BILD 17-7 nachstehende 
Gleichung ange- 


ben: 


A 
ce = II 4 J . Kürzt man den ersten Wurzelausdruck 
U 


mit C (Geschwindigkeitsbeiwert) ab 


/ 


und führt nit | 
R, =A/U (17-22) 


den sogenannten hydraulischen Radius ein,dann erhält man die Fließfor- 


mel von de Chezy: | 


Die Formel von Bazin erlaubt die Ermittlung des Geschwindigkeitsbei- 
wertes: 


(17-24). 


k' bedeutet die Flächenreibungszahl.Einige Werte hierfür: Beton(glatt): 
0,06 ; Ziegelwerk : 0,20 ; Erdkanäle : 1,30 ; Geröll : 1,755 ; alle 
Werte in m’, -c ergibt sich in m’? /s ! 
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17.2.2.2. Beispiele 


1.Beispiel 

Für einen Kanal rechteckigen Querschnitts,Bild 17-7,Pos. b,ermittle 
man das optimale Verhältnis B/H bei gegebenem Querschnitt A=B.H, 
so daß man den gewünschten Volumenstrom bei geringstem Gefälle zum 
Ziel bringt. 


Lösung: 


Aus der Bernoulligleichung mit Dissipationen,Gl. (17-16) kann man bei 
Berücksichtigung von pP) =D (gilt in jeder Tiefe aufs neue) , 
= 0°, (statiönäre Strömung) und ER = p, herauslesen: 


(17-25); 


hier ist auch G1. (17-2) miteinbezogen worden. 
Geringstes Gefälle heißt mit anderen Worten: geringster Druckverlust. 
DB kann nach G1. (17-20) ein Minimum werden,wenn der hydraulische Durch- 
messer D. = 4«R, ein Maximum wird.Das ist wiederum bei minimalem 
benetzten Umfang der Fall.Es ist: U=B+2.H=A/H + 2.H ; 

Ver. »3eR 5 Smralshgr: 
aH 2 


H 
Ergebnis: (B/H opt = 2 A 
2.Beispiel 


Ein Wasserkanal (Wände: glatter Beton) mit rechteckigem Querschnitt 
(H=1, 2m; B=2,4m) hat ein Spiegelgefälle von J = 0,005 .- 
\= 140° me/s .- Man ermittle: 


a) den hydraulischen Radius und den hydraulischen Durchmesser (R,»D, 95 
b) die mittlere Strömungsgeschwindigkeit c; 
c) den Volumenstrom V ; 
d) den Druckverlust BD, 5 
e) die massenspezifische Dissipation Wo 3 
f) vergleichsweise die Rohrreibungszahl \ für Kreisrohre ; 
8) die dafür gültige Reynoldssche Zahl und Nachweis der Turbulenz. 
Als Anlagenschema verwende man Bild 17-7. 
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Lösungen: 


a) R 3; D, : 
G1.(17-22) : R, = A/U = BsH/(B+2.H) = 2,4.1,2/(2,4+2.1,2) m 


R, = 0,6 m . 


4.A/U = 4.R, = 4.0,6 m ; 
D =2,4m . 


no 


G1.(17-19) : D 


h 
b) ce: 
Geschwindigkeitsbeiwert nach G1.(17-24) : 


-1 
0 = 87. | 140,06/ Yo,6] mO’/s ; © = 80,745 m?/s . 


G1. (17-23) : 
— CV Red = 80,745. \ 0,6.0,005 m/s ; 


ce=4,42 m/s. 


ce) V: 


Aus der Kontinuitätsgleichung folgt: V = A.c = 2,4.1,2.4,42 m/s s 
V=12,74 m/s . 


d) PD, : 

61.(17-25) = p, =92.8.L.J = 1000.9,81.500.0,005 Pa ; 
Di = 0,245 bar . 

e) Win ? 


61.(17-2) =: Wa = P, AR = 24525/1000 =. 24,525 J/kg . 


X: 
Zieht man die Druckverlustgleichung nach G1.(17-20) heran,so folgt: 
j P, +» un» 2 24525..2,4.2 
ae a N ee 
Se. 1000.500.4,42 
\= 0,02 . 
g) Re : 


5 


eo 


G1.(16-22) : Re=D,.c/y = 2,4.4,42/(1,1.107 
Re = 9,64.100 . 


Nach Bild 17-2 befindet man sich demnach in Zone 5 „dem turbulent 
rauhen Bereich ! 
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115259 Rohrleitungsnetze 


17.2.3.1. Einführung 


Bei der Berechnung von Rohrleitungsnetzen (Druckverluste ‚Volumenströ- 
me usw.) stößt man immer wieder auf nachstehende Formeln und Beziehung- 


en: 
Bernoulligleichung 


2 2 
G1.(17-3),3.338 : Pat Seo ]+9.Be 2 Dat or eBe Zt 


Kontinuitätsgleichung 


GL. (11-18;511-20;511-21) ,9.194...: 2 V,=0 ; A1s0]5h..0, , Vak . 


Lineare Dissipation 


61.(17-5),3.339 : p_=A.(WD).(P/2).c . 


v 
Lokale Dissipation 


81.(17-14),8.341 : p, 


EAPI/2).e . 


Reynoldssche Zahl 
G1.(16-22),3.3355 : Re=D.c/Y bzw. Re= D.C /S i 


Hydraulischer Durchmesser 
G1.(17-19),3.346 : D, =4.A/ U . 


Rohrreibungszahl für Kreisquerschnitte 
G1.(17-6),38.339 : A =f (Re,k/D) und Bild 17-2 . 


Verlustbeiwerte für lokale Dissipationen und Rauhigkeitswerte sind 
der einschlägigen Literatur zu entnehnen. 


17.2.3.2. Beispiele 


1.Beispiel 

Eine Serien- oder Reihenschaltung von linearen und lokalen Dissipa- 

tionsquellen zeigt Bild 17-8.Folgende Angaben werden gemacht: L, bis 
® 1 . P ns A En; e R 

Is; D\ bis D.; En bis sg H Man ermittle den Volumenstrom bei 

stationärer Strömung. 


Lösung: 

Da die Rohrreibungszahlen unbekannt sind ‚müssen sie in einem ersten 
Iterationsschritt geschätzt werden.Als Starthilfe kann man erfahrungs- 
gemäß mit Ax0,03 beginnen Weitere Iterationsschritte verbessern das 
‚Resultat.-Wendet man die Bernoulligleichung längs der Stromlinie a-b 
an und bedenkt man,daß gilt: 
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= m =Pp, 50%, 9 (Torricelli); z,=H 2,=0 7% ‚dann 


bleibt nach Einsatz der Gleichungen für die linearen und lokalen Dis- 


sipationen noch übrig: 


(17-26). 


Die Geschwindigkeiten lassen sich über die Kontinuitätsgleichung 
V‚= (.M/a) .DE.c, beschaffen.Damit läßt sich für den Volumenstrom 
angeben: 


en Non Tee BEsspaag 


g.H | 
Dt Aal dx +) 
| = 


k=1 


(17-27). 


Bemerkung 


Ersetzt man in Gl. (17-26) er durch 16.1°/(7°.01) und klammert da- 


bei v2 aus,so erhält man eine Beziehung: 


g.H = 9) a A vu/D, +C ;2) ‚ die zu einer interessanten 

7 Dr Analogie Anlaß gibt,wenn das 
Ohnmsche Gesetz der"Elektrik"für die Reihenschaltung dieser Beziehung 
aus der’ Hydraulik" gegenübergestellt wird: 
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Interessant ist die Einführung des "hydraulischen Widerstandes" Rs 
dessen Definition aus @1.(17-28) hervorgeht. 


2.Beispiel 


Eine Hauptwasserleitung gabelt sich zwischen a und b in vier Stränge 
( z = I;II;III;IV),Bild 17-9. Die Rohrleitungslängen L_ und die Nenn- 
| weiten D_ sind be- 

PARALLELE > ÄNGE kannt.Außerdem seien 

die Verlustbeiwerte 

der lokalen Dissipa- 


HAUPTLEITUNG | tionen für 


ESS 
> ı 0 _® > BR j = 15253... n eben- 
SEN 


u falls gegeben.Man 
z=V ;j=1 z=Iy; j=5 


z-W;j=2 sLz ‚hier z=-WN 
&zj, hier z=- N und j=3 


kennt auch die Zustän- 

de in aundb: 
2 2 _ 
z=V;j=4 Datz Cat 9-8.2,"9-8-B,; 


BILD 17-9 2 
Porz. CL+9.8.2z,=9-8-H, a 


Man ermittle die Teilvolumenströme V, bei bekannten Gesamtvolumenstronm. 


Lösungen: 


Für je eine mittlere Stromlinie in den Strängen I und II gilt die 
Bernoulligleichung in der Form zwischen aundb :; 


Pa ei: +9.8.2, = PD, ei: AS ee A y-Ly/D} 2,17) j 


2 2 2 
P, +2, +9.8.2, + 017. Aypelrr/Prr + ı7,) 3 


e 2 
P, en +9.8.2, 


Daraus geht eindeutig hervor,daß die Gesamtdissipationen in allen pa- 
rallelen Rohrleitungen gleich groß sind.Die A -Werte sind zunächst zu 


293 = 


schätzen und später durch Iteration zu korrigieren.-Der für jeden 
Strang gültige gesamte Druckverlust lautet: 


Für die Verzweigungspunkte a und b gilt die"Kirchhoffsche Knoten- 
punktsregel",G1. (11-18) in der Form für inkompressible Fluide: 


(17-30). 


Mittels des hydraulischen Widerstandes für jeden Strang (Definition 
siehe G61.17-28) mit der Indexanpassung k>z und ik=zj läßt sich 
einfacher anschreiben: 
g.(H,-H,) = Rup-VI = Rosp + Vi = +... ‚wonach sich die gesuchte 
Lösung sofort anbahnt: 


(17-31). 


Bemerkungen: 
(1) Aus den 41. (17-30) und G1.(17-31) 1äßt sich 


j | 1 
Ve= g.(H, - 2 ee 8. (Hy) 7 (17-32). 


Rz 


8. (H, - HV/Ry ges Mit L/Ry ges -7. DR 


zusammenstellen,so daß die Bestimmung des Ersatzwiderstandes 
bei Parallelschaltungen in Elektrik und Hydraulik methodisch über- 
einstimmen. 
(2) Die Größe y° übernimmt die Rolle des elektrischen Stromes I, 
und der Ausdruck g.(H,-H,) steht für die elektrische Spannung. 
(3) Mit diesen Grundlagen parallel und in Reihe geschalteter Rohrlei- 
tungen werden auch unter Einsatz elektronischer Rechner vermasch- 
te Rohrnetze berechnet. 
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18. FLUIDDYNAMISCHER AUFTRIEB UND WIDERSTAND 


18.1. Theorie 

wenn im 17.Abschn. besonders Kraftwirkungen,Druckverluste usw. bei 
durchströnten Objekten (z.B. Rohrleitungen) untersucht worden sind, 
dann stehen jetzt besonders Kraftwirkungen auf umströmte Objekte zur 
Debatte. 

Im Zuge der Beschäftigung mit dem Impulssatz für stationäre Strömungen 
ist mit Gl. (12- 50) der Kutta-Joukowskysche Auftriebssatz angezeigt 
worden.Die Bedeutung des Zusammenspiels zwischen paralleler Anströ- 
mung und der Zirkulation um den Tragflügel herum ist klargestellt;nicht 
aber die physikalische Erklärung für das Auftreten der Zirkulation. 

Das soll jetzt nachgeholt werden (s.S. 316) : Um den Tragflügel herum 
entsteht ein Grenzschicht- 
bereich,wie ihn Bild 18-1 
zeigt.In 

bekanntlich durch eine 

Art Aufrolleffekt loka- 


Tr TE 23 a le Wirbelzentren,die, 
GT, z, > wenn man sie durch Inte- 
' Zr gration alle aufsummiert, 
ol Ge Gl. (11-47 bis 11-49),zur 
= e en gesamten Flügelzirkula- 
a \ tion [| führt.Integra- 
eo Kernwirbel tionsweg ist dabei der 
Potentialbewegung Weg A'C'BIBSD'A' } 


mit Zirkulation 


Reine Potential- 
BILD 18 -1 bewegung 


Bei relativ großem An- 
stellwinkel X wandert 

der Ablösungspunkt B| 
nach links,so daß das 
Totwasser breiter wird.Gleichzeitig sinkt der Auftrieb wegen reduzier- 
ter Zirkulation,der Flügelgesamtwiderstand dagegen wächst,weil der. 
Druckwiderstand,Gl. (16-21),5.334 ‚ansteigt: Gefahr des Überziehens ! 

In Bild 18-1 sind die auf 3.221: besonders herausgearbeiteten drei 
veschwindigkeitsbereiche für die natürliche Tragflügelumströmung ver- 
merkt: die Kernwirbelzone nahe der Wand;die Potentialbewegung mit Zir- 
kulation außerhalb der Wandgrenzschicht,aber immer noch im Gebiet 
spürbarer Wirbelinduktion (s.S. 219/220);die reine Potentialbewegung 
weitab vom Profil,wo trotz Einsatzes eines natürlichen Fluids wegen 
der Parallelität der Strömungsfront nach Newton,Gl.(4-5),keine Rei- 
bungseffekte festgestellt werden können.-Übrigens ist die Zirkulation 


en 


proportional zum Sinus des Anstellwinkels,was dem Kommentar zu Bild 
13-11 entnommen werden kann! 

Aus Betrachtungen der Ähnlichkeitsmechanik,3.339 u.a. ‚bietet sich 

im turbulenten Fall die Proportionalität der Auftriebskraft zur Dichte 2 
des Fluids und dem Quadrat der Geschwindigkeit eÖ, an.Man definiert 


mit 


= f (Re,X) (18-1) 


den Auftriebsbeiwert sy\ ‚der in der Tragflügelforschung eine beson- 
dere Bedeutung gewonnen hat.-Die Fläche A stellt die größte ebene 
Projektion des Tragflügels dar. 

Analogerweise notiert man für den wWiderstand,Gl. (16-21) 


(18-2 ) , 


wobei man cC,, Widerstandsbeiwert nennt.Handelt es sich bei dem un- 
strömten Xörper um einen tragfähigen,dann sind die beiden Flächen in 
den beiden obigen Gleichungen identisch.Besitzt der Körper dagegen 
eine vernachlässigbare Tragfähigkeit (reiner Widerstandskörper),so 
versteht man unter A in G1.(18-2) die Projektionsfläche des Körpers 
auf eine Normalebene zur Geschwindigkeitsrichtung. Diese Fläche ist 
auch Stirn- oder Spantfläche genannt. 


18.2. Beispiele 


l.Beispiel 

In einem Wasserkanal mit recht- 

eckigem Werschnitt (B=4m; 

H= 2 nm) wird eine rechtecki- 

ge Platte (B=4mn; h=1m) 

eingebaut,Bild 18-2.Der Wasser- 

volumenstrom beträgt V=30 m°/s. 

Man ermittle: 

a) die Kraft PR, ‚welche das 
Fluid beim Uberströmen des 

Widerstandskörpers -— es kann 

hier keinen Auftrieb geben - 

auf die Platte ausübt.Der Wider- 

standsbeiwert wird mit ey = 2,1 
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angegeben; 
b) die Widerstandskraft Fr ‚wenn B'=2.h=2m eilt für co 


Lösungen: 
a) F, : 


Zur Blimination des Einflusses vom Kanalboden geht man nach dem Prin- 
zip der Spiegelung (Reflexionsverfahren) vor.Bei der symmetrischen Be- 
handlung kann. anschließend die untere Hälfte vergessen werden. 
Volumenstron: V = B.H.cyo ; co, = 30/(4.2) ; c = 375 m/s ; 
G1.(18-2): 


59,063 kN . 


(1000/2).3,75°.4.1.2,1 ; F 


F W 


t . 
b) Fi: 


g1.(18-2): Fi 


Hz] 
| 


(1000/2).3,75°.2.1.1,1 ; = 15,469 kN . 


2.Beispiel 


Ein Schornstein vom mittleren Durchmesser Dn = 1,2 m und einer Hö- 
he von H = 30 m soll auch bei einem starken Sturm von C,,= 40 m/s 

. — 3 . = -6 
arenen bleiben.-Angaben:. 9 „++ z 1,29 kg/m’ ; Verse = 13,55.10 
m/s .- Cy = 1,2 ,„ sofern Re > 1000 .- Man ermittle die vom Iuft- 
strom auf den Schornstein ausgeübte Widerstandskraft Fr ‚Bild 18-3. 


Lösung: 

Zur Elimination des Bodeneinflusses wird 
wiederum vom Reflexionsverfahren Gebrauch 
gemacht.-Die Re-Kontrolle Re= So DyN = 
40.1,2/13,55.10”® = 3,54.10° gestattet 
die Verwendung des angegebenen c,,-Wertes. 
G1.(18-2): F, = (1,29/2).40°.30.1,2.1,2; 


3.Beispiel 


Ein Lieferwagen von Kastenform besitzt ein Radleistung von P = 30 kW. 
Seine Spantfläche (Stirnfläche) beträgt A = 2,5 m“, der dementspre- 


chende Widerstandsbeiwert lautet: ey = 0,6 SP urt” 1,29 kg/m, - 


Man ermittle: 


a) die Fahrzeuggeschwindigkeit v ; 

b) die Fahrzeuggeschwindigkeit v' eines PKWs mit einer aerodyna- 
misch verbesserten Gestalt; ce, = 0,23;Leistung und Stirnfläche 
wie unter a). 


Lösungen: 
a) v: 
Aus P = F.v Ei nit 61.(18-2) : F, = (9/2).o .A.c, und v=o,: 
rn 20000000... | 
Vase ; v= 31,42 m/s . 
— Auch, (1,29/2).2,5.0,6 EA TREREE 
Bm 


3 730 000 | 


E 


< 
Il 


ee v'= 43,5 m/s . 
u (1,29/2).2,5.0,23 man. 


4.Beispiel 
Ein Sportflugzeug fliegt horizontal mit v = 40 m/s.Die Flügelfläche 
beträgt A = 20 m;  Tuft = 1,29 kg/m’; c, = 0,7.-Man ermittle: 


a) das Flugzeuggewicht Fa; 
b) die Gleitfluggeschwindigkeit v' bei cy = 0,4 und einem Gleitwin- 
kel €= 7, 


Lösungen: 


a) Fu : 


Aus der vertikalen Gleichgewichtsbedingung Fr = Fa und der Gl. (18-7) 


folgt: 


F, = (1,29/2) .40°.20.0,7 ; F5 = 14,448 kN . 


b) v': 


Die Bewegungsverhältnisse für den Gleitflug,also bei stillstehenden 
Motor,und der diesbezügliche Kräfteplan a in Bild 18-4 zusammen- 


gestellt.-Es gilt: F„.sin&= Fu = (P/2). v'® eur ; 


D.A.cH 


— Fi 2.14448.sin. 7° 
N A Fr y! = Dee WESEN 
BILD 18-4 1,29.20.0,4 


v'=18,47u/s . 


5S.Beispiel 


wie groß soll der Durchmesser eines aufgeblähten Fallschirmes sein, 
on bei einem Gesamtgewicht von Fu = 900 N ‚ey = 1,33 nn 1,29 
kg/m” die Landungsgeschwindigkeit nur v = 2 m/s beträgt? 


\ 


Lösung: 
Aus dem Kräftegleichgewicht wer mit Gl. (18-2): 
Pu = (8/2) .v° Arc, 5 D= Pr > v° ‚T.c,) = 8.900/(1,29.4. .1,33) 


= 18,27% 20m % 


6.Beispiel 


Ein Seitenwandausschnitt eines Wasserkanals ( Länge L = 3 m; Höhe 

_ A ; Bi Sofas a 6 2 
H = 1,2 m) wird lackiert.- san) m/s; Y Er m /Ss.- 
Man ermittle die notwendige Haftspannung,damit das vorbeiströmende 
Wasser die Lackschicht nicht infolge der Grenzschichtreibung aufrollt 
und ablöst. 


Lösung: 


Die Reibkraft an der Seitenwand- (Platten-)oberfläche berechnet sich 
bei Einführung eines Widerstandsbeiwertes Cr mittels der Gleichung: 


(18-3). 


= 0,074/ReO’® mi ‚L/tı (18-4) 


: 


ergibt sich für die Wandschubspannung und damit eben auch für die 
notwendige Haftspannung : T= (P/2).c2.c 


ARE ER © 
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In Zahlen: Re = 5.3/10°° = 15.10° ; 0, = 0,074/(15.10°)9»2=0,,0027. 
T= (1000/2).5°.0,0027 ; 1 233.80 B8, ; 


19. BEISPIELE AUS DEM GEBIET DER STRÖMUNGSMASCHINEN 
l.Beispiel 


Eine Radialpumpe fördert einen Wasservolumenstronm V = 0,02 m°/s 

über eine Gesamthöhe Ho = 50 m.Die freien Oberflächen in den bei- 

den Behältern sind relativ groß.Ferner gilt pP], = PJ =D ‚Der För- 

derprozeß erfolgt verlustlos,d.h. ohne Dissipationen in Rohrleitung 

und Pumpe.-Man ermittle: 

2a) die für dieses Problem zugeschnittene Energieformel in ihrer 
massenspezifischen Form; 

b) die hydraulische Leistung mit beigefügtem Kommentar zu diesbe- 
züglichen Sonderfällen; 

c) die hydraulische Leistung der in Bild 19-1 vorgestellten Anlage. 


Lösungen: 


a) Energieformel : 


Gl. (12-10),5.232,wird für den 


£ stationären Strömungsfall fol- 
E gendermaßen vereinfacht und un- 
oD geordnet angeschrieben: 
= 
A FL u 2.2 
= —+— 48.2. -2.\WxXc.dr=—+ —t4g.2 
en a - 


1.2 
Auf der linken Seite steht das 


Energieangebot und die zur Ver- 


E-Motor 


fügung gestellte Arbeit (eben 
) DER für den Pumpenfall),auf der rech- 
BILD 19-1 ten Seite finden sich die Ziel- 
srößen.Es ist üblich geworden, 
für die massenspezifische Arbeit (auch spezifische Stutzen- oder 
Radarbeit genannt) das Symbol Y,, zu verwenden.Der Index th be- 
deutet "theoretisch",was besagt : Ohne Dissipationen könnte Y 


th 
vollständig in hydraulische Arbeit/Energie umgeformt werden. 


Man schreibt demzufolge: 


(19-2). 


b) P, : 


Yın kann sowohl als. auf die Masse bezogene hydraulische Arbeit als 
auch auf den Massenstrom bezogene hydraulische Leistung angesehen 
werden,weshalb gilt: 


hier ein,dann erhält man: 


Setzt man aus G1. (19-2) den Wert für Yın 


2 2 
. | ,P2 2 P] 1 
pm a + 8.2, + = - (— + 8.2] + nz 


o ö (19-4). 
Sonderfälle: 
(1) pP], = p, und c, =c,: (19-5) ; 
Anwendung: Pumpen-Anlagenbau wie im vorgelegten Beispiel. 
(2) 2) = 2, und co, =0,: P, ST & (p, - p] ) (19-6) ; 
(19-7).; 


Anwendung: Fluidbeschleunigung wie bei Schiffsschraube. 


c) PB, : 


G1.(19-5): pP. = 9,81.1000.0,02.30 ; pP, =5886 W. 


2.Beispiel 
Folgende Begriffe,die im Strömungsmaschinenbau Bedeutung erlangt haben 
und sich auf die Kinematik beziehen,sollen anhand der "Erdgeometrie" 
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erklärt werden: 
Äquatorebene ‚Meridian- 
ebene ,Parallelebene,‚Ge- 
schwindigkeitsbezeich- 
nungen,wie etwa: Axial-, 
Radial-,Tangential-,Meri- 
dian- und Parallelgeschwin- 
digkeit,Geschwindigkeit in 
der Tangentialebene.- 
Außerdem ist eine Klassi- 
fikation der Strömungsma- 
schinen vorzunehmen mit 
Hilfe der in einem Maschi- 
nentyp überwiegenden Ge- 
schwindigkeitskomponenten. 


Lösungen: 


a) Erläuterungen: 


Bezüglich der "Erdgeome- 

trie",Bild 19-2,Pos. a, 

bedeuten: 

AE : Aquatorebene Oxy; 

SN : Polachse Oz (Süd-Nord); 

BILD1I-2 0 ME(SPN):Meridianebene eines 
Punktes P3; 

PE(WPO) :Parallelebene des 


Punktes P (West-P-Ost); 
A: geographischer Längenwinkel;er bestimmt die Meridianebene, 
B: geographischer Breitenwinkel;er bestimmt die Parallelebene. 
Folgende Koordinatensysteme sind gebräuchlich: 


(1) Kartesische Koordinaten: P( x,y,z) ; 
(2) Zylinder-Koordinaten : P( r,2,A) ; 
(3) Kugel-Koordinaten : P( R,\»ß) R 


Geschwindigkeitsdefinitionen nach Bild 19-2,Pos. b : 

Auf einer beliebigen Stromlinie SL befindet sich ein Punkt P .Die 
Absolutgeschwindigkeit =” liegt bekanntlich tangential zur Stromli- 
nie.Man spricht von : 

c : Axialkomponente Zu Radialkomponente ; u Umfangs- 


v4 
komponente ; gewisse Teilresultierenden heißen: 


Meridiangeschwindigkeit 


an, + % (19-8); 
Parallelgeschwindigkeit Be BE 

Cp=c.„ +6, (19-9) 
Geschwindigkeit in der Fr —— 
Tangentialebene 4m, + (19-10). 


b) Klassifikation von Strömungsmaschinen : 


(1) Gilt > on ‚dann spricht man von Axialmaschinen: Kaplan- 
Turbinen, Axialpumpen ,‚Axialdampfturbinen ,‚Axial- 
Gasturbinen,Axialventilatoren,Axialgebläse,Axial- 
kompressoren; 

(24 eilt c.> C, ‚dann spricht man von Radialmaschinen: Francis- 
Turbinen,Radialpumpen,Radialdampfturbinen, 
Radialgasturbinen,Radialventilatoren,Radialge- 
bläse,Radialkompressoren; 

(3) gilt CD y'%, ‚dann spricht man von Tangentialmaschinen: Pelton- 
Turbine ,Elektra-Turbine ; 

(4) eilt c MC. ‚dann spricht man von Halbaxial- oder Diagonal- 
maschinen: Francis-Turbinen,Unterwassermotor- 
Pumpen u.a. 

Bemerkung: 


Für die Auslegung von Strömungsmaschinen sind noch folgende Beziehungen 
bedeutungsvoll: 


in 3 ar —r 
+w ‚weil vu 


3.Beispiel 


Im Verlauf der Grobauslegung eines radialen Pumpenlaufrades sind jetzt 
bekannt: die Kanalgeometrie bis auf die definitiven Schaufelwinkel 

und die Geschwindigkeitsdreiecke am Laufradein- und Laufradaustritt 
bezüglich der Parallelebenen 1 und 2 „-Man ermittle: 

a) die Meridiangeschwindigkeiten an Ein- und Austritt De und > ; 

b) die wahren Größen der Absolut- und Relativgeschwindigkeiten cI,C 
c) den Hodografen zur Lagenabgrenzung eines mittleren Geschwindigkeits- 
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dreieckes zwischen Ein- und Austritt; 

d) die räumliche Darstellung für die Geschwindigkeitsverhältnisse 
in einem beliebigen Kanalpunkt; 

e) den Volumenstrom,der das Rad passiert. 


Die Betrachtungen sind für eine dissipationsfreie Strömung auf der 
mittleren Stromlinie - sie ist der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte aller Kreise,welche die Kanalwand berühren - und bei konstan- 
ter Geschwindigkeitsverteilung in irgendeinem Strömungsquerschnitt 


anzustellen. 


PARALLELEBENE 


b: MERIDIANEBENE 


Clz=wiz 


> 


4» 
Y\y 
IL 


ul. 


AN 
Re 


BILD 19-3 


Lösungen: 

—mn |. m 

Sm und Con 

Den Geschwindigkeitsdreiecken in Bild 19-3,Pos.a,lassen sich die Ra- 


a) 


dialkomponenten Ca und CD entnehmen.In den Stromlinienpunkten 


l und 2 von Bild 19-3,Pos. b,trägt man entsprechenderweise 1 und 


e ab.Die Geschwindigkeitspläne lassen sich vervollständigen,wenn 


r2 
man an die Stromlinie Tangenten anlegt.Da diese Geschwindigkeitspläne 
in einer Meridianebene liegen,kann man somit näherungsweise auf geo- 


metrische Art die Meridiangeschwindigkeiten Cm und Cy.] ermitteln. 
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% 
Die beiden gegebenen,in Parallelebenen liegenden Geschwindigkeits- 


dreiecke werden in zulässiger Weise übereinander gezeichnet, Bild 
19-3,Pos. c,Aus den Geschwindigkeitsdreiecken im Meridianschnitt 
lassen sich auch die Axialkomponenten. Cy und Co abgreifen.Die 
Tatsache,daß z-Komponenten senkrecht auf P-Aomponenten stehen, führt 
zusammen mit der Aussage in G1.(19-11) zur Bestimmung der wahren Ge- 
schwindigkeiten,wie es in Bild 19-3,Pos, c,grafisch gezeigt worden 
ist. 


c) Hodograf: 


Die wahren Geschwindigkeitsdreiecke sind in Bild 19-3,Pos. d,überei-. 
nander gezeichnet,obwohl die Ebenen der Geschwindigkeitsdreiecke ver- 
schiedene räumliche lagen haben.Die Verbindungslinie GH ist der geo- 
metrische Ort für die Spitzen der zwischenliegenden Geschwindigkeits- 
dreiecke.Diese Linie wird auch Hodograf genannt. 


d) Räumliche Darstellung der Geschwindigkeitsverhältnisse: 


In Bild 19-3,Pos. e,sind alle erwähnten Geschwindigkeitskomponenten 
für einen beliebigen Punkt O0 im Laufradkanal räumlich zusammenge- 
stellt. 

e)V: 

Man ermittle den Volumenstrom beispielsweise in der Laufradaustritts- 
fläche A, = T.D,.b, ‚Bild 19-3,Pos. b .Die Absolutgeschwindigkeit 
c, setzt sich nach dem ersten Satz von Coriolis vektoriell aus der Re- 
lativgeschwindigkeit W, und der Fahrzeuggeschwindigkeit v-eu ZU- 
sammen.Damit gilt für die Volumenstromberechnung G1.(11-19),5.195 . 

An Stelle des Massenstromes darf hier wegen der Inkompressibilität 

mit dem Volumenstrom gerechnet werden; 
+ Mwd 


: da nu, steht ist V, = 0. 


Ele Nsussrh m: 


F 
Es bleibt: 


2702 2772 


(19-12). 


Für genauere Berechnungen wird sinngemäß G1. (11-39),S.205,empfohlen. 
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4.Beispiel 
Es ist die Bernoulliformel für die Relativströmung eines radialen 


Pumpenlaufrades aufzustellen.Man greife hierfür die mittlere Stronm- 
linie eines Schaufelkanals heraus (Bild 19-3,Pos. b): 1-2 ! 


Lösung: 

Die Bernoulliformel lautet nach S. 229 für die inkompressible,sta- 
tionäre und reibungsfreie Strömung im absoluten Strömungsfall: 

p/e + e/2 +e . = p,/g + ee /2 +e = Konst 

ı’® 1 pl o/8 2 p2 ö 
Um diesen Zusammenhang analog verwenden zu können,und zwar für eine 
Stromlinie im Fahrzeug (Laufrad),sind zuerst die Absolutgeschwindig- 
keiten durch Relativgeschwindigkeiten zu ersetzen;danach ist die pas- 
sende Beziehung für die massenspezifische potentielle Energie e 
einzubringen.Greift man dabei auf die Ergebnisse zurück,die bei der 
Untersuchung in rotierenden Gefäßen gefunden worden sind,ob mit ver- 
tikaler oder horizontaler Achse,so läßt sich für en. notieren: 

S. 148,61. (9-18) und S. 158, (1): 


en = - (w a/2).r'? + g.2' + Const ; geht r'—_r und 2'—z,so folgt 


schließlich; 


(19-13). 


5.Beispiel 


Geometrie und Weschwindigkeiten eines radialen Pumpenlaufrades sind 
vorgegeben.In Bild 19-4 werden nur die notwendigsten Angaben einge- 
zeichnet.Da es sich um einen Parallelschnitt handelt,sind die wahren 
Geschwindigkeitskomponenten durchgezogen,die verzerrten Geschwindig- 
keiten und Winkel strichliert worden.-Voraussetzungen: dissipations- 
freie Strömung;die Strömungswinkel %, und ER sollen mit den geo- 
metrischen Schaufelwinkeln übereinstimmen;konstante Geschwindigkeits- 


verteilung in den Querschnitten AlsAnserch, .-Man ermittle: 


a) das Antriebsdrehmoment M; 
b) das Antriebsdrehmoment M unter Einsatz der Zirkulation ; 


c) die mechanische Antriebsleistung P, ; 
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d) die hydraulische Leistung PR, ; 

e) die massenspezifische Antriebsarbeit I und die massenspezi- 
fische hydraulische Arbeit Yın 3 

f) Vergleich der Bernoulliformel für die Relativströmung mit der Ener- 
gieformel für die Absolutströmung; 

&) Gegenüberstellung von den massenspezifischen Arbeiten: hydrauli- 
sche Arbeit,Rad- oder Stutzenarbeit,Wirbelarbeit,mechanische An- 


triebsarbeit: Ip Yrirbel’ In E 
Lösungen: 
a)M: 


Betrachtet man den laufrad- 

inhalt zwischen den Ringflä- 

chen An und A, als Kontroll- 

raum,dann wird das dymami- 

sche Drehmomentengleichge- 

wicht : M- dD /dt = 0, 

durch G1. (12-33),9.270,aus- 

gedrückt.Es halten sich das 

Gleichgewicht: 

(1) das von der Antriebswel- 
BILD 19-4 le herkommende nechanzsehe 

Antriebsmoment M= —z M 
im Uhrzeigersinn drehend; es wird von den Schaufeln aufs Fluid übertragen; 


(2) das Moment der Umfangskomponente der Reaktion des austretenden 
® “ 


—n 
r 


Impulsstromes I,, xTa= m. co, * Ta ; 
(3) das Moment der Umfangskomponente des eintretenden Impulsstromes 
Iux 7 = m... Tı + 7 Es gilt also: 


(19-14). | 


b) M in Verbindung nit ["; 

Bildet man nach Vorschrift von G1.(11-49),8.216, 
und zwar längs der geschlossenen Kurve,wie man 
sie in Bild 19-5 erkennt,die Zirkulation,dann 
folgt,da sich die Zirkulationsbeiträge der Ra- 
dialwege aufheben: 


I -I] = 2.-7-( Sy To ut) 


BILD 19-5 
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Setzt man diese Beziehung in 61. (19-14) ein,dann zeigt sich: 


r - 
|1= — .(I,- Pa Yareı/or | (19-5). 


2.7 


ce) By ? 


Sie lautet einfach (19-16). 


d) P, : 


Im dissipationsfreien Fall kann die mechanisch zugeführte Leistung 
vollständig in hydraulische Leistung umgeformt werden: 


P = P (19-17). 


e) 2 und Yın : 


Wegen G1.(19-17) folgt aus den G1.(19-3) und G1. (19-16) 


(19-18). 


Das ist aber die berühmte Eulersche Pumpen-Hauptgleichung. 


f) Vergleich der Bernoulliformel für die Relativströmung mit der Ener- 
gieformel für die Absolutströmung : 


Srsetzt man in G1.(19-13) die Ausdrücke (w“ - u2) mit Hilfe des 


Cosinus-Satzes : ws = u + cs - 2uU,.C,.C0OSı, - man beachte die 
Geschwindigkeitsdreiecke in Bild 19-4 - ‚dann bekommt. man: 


2 


p c P5 
1 1 = 2.2 2 2 
227° (eyy%o u) 2 a. 29 (19 19). 


Das ist also die weiterentwickelte Bernoulliformel für die Relativ- 


strömung. 

Man stellt nun mit einiger Überraschung fest,wenn man G61.(19-18) in 
G1.(19-2),die sogenannte Energieformel,einführt: Es ergibt sich eine 
mit G1.(19-19) identische Beziehung!-Ergebnis: Die Bernoulliformel 
für die Relativbewegung ist nichts anderes als die Energieformel für 
die Absolutbewegung! 

&) Vergleich diesbezüglicher ‚massenspezifischer Arbeiten: Im dissipa- 


tionsfreien Fall folgt: In = Y in Zusammenstellung: 


Wirbel ” u 
w in _m m Ra = F = 
I,p® -2.jöhxd .dr = ua Sl, = a EN e Rn . 


A, 4 
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Bemerkungen: 

(1) Ein Vergleich der G1.(19-13) und G1.(19-19) liefert eine wei- 
tere Beziehung für die massenspezifische Radarbeit,womit man 
einen besonderen Einblick in das kinematische Geschehen einer 
Strömungsmaschinenstufe bekommt: 


(2) Die Ableitungen in Abschn. 19 sind bezüglich Yın für "Ar- 
beitsmaschinen" vorgenommen worden : Pumpen,Ventilatoren, 
Gebläse,Verdichter u.a. 
Läßt man In” In 


digen Zusammenhänge für "Kraftmaschinen" : Turbinen u.a. 


gehen,dann ergeben sich die notwen- 


(3) Die fluidmechanische Kopplung zwischen den Kanalwänden ei- 
ner Strömungsmaschine und dem Fluid wird durch die in diesem 
Buch vorgestellte mechanische Wirbelarbeit,Gl. (19-1) ,herge- 
stellt. 


6.Beispiel 


Mit Hilfe der Dimensionsanalyse soll für den Strömungsmaschinenbau 
eine Leistungskennzahl ermittelt werden,so daß man an Modellma- 
schinen gemessene Leistungen auf Normalmaschinen übertragen kann. 


Lösung: 

Als die Leistung bestimmende Haupteinflußgrößen sind erkannt wor- 
den: die Fluiddichte g,die Umfangsgeschwindigkeit u,ein Laufrei- 
henradius R (man bezieht sich hier meistens auf den Größtwert),Vu. 
die massenspezifische Radarbeit Yın .-Sinngemäß folgt nach Gl. 


(15-2) und 61. (15-3): 
X 


X X, x X 
= f 7 z 1,223%4 FE 
Pu = f (Bru,R,V,Y,,) = ? kp ur IV Yn ; nun folgt 


x] X, x x x 
weiter: dimP =(dim 9) *(dim u) °.(dim R) ?,(dim 4) *,(dim Y,,) °. 


Einführung der Symbole für die Grunddimensionen: 


xX x X X X 
M.1%.0”? = (m.1°?) Lulv.r”t) 2,10 3,010?.02) 4, (12,072)5 . 
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Exponentenvergleich: 


M : I.= x] Man eliminiert 

Ä _ X. z.X,.. und x, ! 
L - a 3er] + x, + X +3.X, + 2eX, l 2 3 

. = = & = L e 
T rn 3 x, x, 2 X, 


Damit folgt also: x, = 1. x, = S-R,72.X, > %z = e=-2.%, . 


Für die Leistung ergibt sich jetzt: 


3-X,-2.X 2-2.X Re. x 
ee en ed. cher 


En = th 
-X,-2.X =-2.X, ‚X 

Pu = 2 .u?.R° R k,. u * .R zV > ‚ebenso kann 
man schreiben: 

DE en Tr 1x X 

> = Be Zn] ? 
Pu «u «TR eu eo ie: o 2 ® [ } 
2 u.R u 


Daraus folgt die Definition der gesuchten dimensionslosen lei- 
stungszahl: 


P 


M 2 
———— +). (19-21). 
(2)ud. Tr. OT | 


Die analogen Ausführungen auf 3.323 besagen,daß die für dieses 
Problem erhaltene Globalkennzahl Ku für die Übertragbarkeit ein- 
zuhalten ist.Man sucht,diese Forderung durch Gleichhaltung der 
Basiswerte in der vorgelegten Potenzreihe zu erfüllen.Die geklam- 
merten Basiswerte sind in folgender Form bekannt als: 

V Yın 
(19-22). 


Lieferzahl Pe und Druckzahl = 
u.T.R° 


us/2 


Bringt man diese derart definierten Kennzahlen mit der hydrauli- 
schen Leistung PD ‚61. (19-3),in Verbindung und verwertet man 
gleichzeitig 61. (19-21),dann erhält man das Ähnlichkeitsgesetz 


für Turbomaschinen nach Rateau: 
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Bildet man den Volumenstrom mit V = MR° 
der- oder Fallhöhe H,, = Yın/e — (ue/2g).Y und die Umfangsgeschwin- 


digkeit u=R.(n M/30 ‚so läßt sich der Radius eliminieren,damit 


.u.7 ‚die spezifische För- 


Se ME a nn, (En, ai sine Umeuppierung 


und das Ziehen der vierten Wurzel ergibt eine Beziehung,die unter dem 
Namen spezifische,aber dimensionsbehaftete Drehzahl bekannt ist: 


(19-24). 


ar 
Die Maßeinheit von n_ ist (1/min).m .s ‚s überraschenderweise 
wird in der Literatur nur von l/min gesprochen! 
Den dimensionslosen Teilausdruck 


KO er (19-25) 


nennt man nach Keller "Schnellaufzahl".- Unter der dimensionsbehaf- 
teten,spezifischen Drehzahl kann man sich beispielsweise eine zu ei- 
nem Prototyp geometrisch ähnliche Pumpe vorstellen,die bei einem Meter 
Förderhöhe einen Volumenstrom von 1 m/s fördert. 


TEIL IV: GASDYNAMIK 


20. GRUNDBEGRIFFE DER GASDYNAMIK 


20.1. Einführung 


Als Fluid kommen hier nur vollkommene Gase in Betracht (S.180).Die 
diesbezüglichen physikalischen Eigenschaften sind bei S. 35 bis 42 zu- 
sammengestellt: Masse,Druck,Zähigkeit,Leichtgewichtigkeit,Ausdehnbar- 
keit,Diffusion,Kompressibilität,Schallgeschwindigkeit und Wärmeeigen- 
schaften. 
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Die Berechnung von Druckkräften hat nach G1. (7-16),5.87,zu er- 
folgen.Es ist besonders dabei zu beachten,daß der Angriffspunkt 
der Druckkraft mit dem Schwerpunkt der projizierten Fläche zu- 
sammenfällt.: 

In der Gasdynamik wird der Schwereeinfluß ausnahmslos vernach- 
1ässigt.-Bei der Beschäftigung mit Gasen ist nur in den Aerosta- 
tik-Beispielen 5 und 6,5.173 und 176,die Erädschwere zu beachten 
gewesen. 

Die Ausdehnbarkeit und die Kompressibilität — beide zusammen 
bilden die Elastizität von Gasen - spielen in der Gasdynamik ei- 
ne zentrale Rolle.Dichteänderungen bilden einen wichtigen Pro- 
blemkreis dabei. 

Gasströmungen niedriger Geschwindigkeit und geringer Dichteän- 
derungen dürfen mit den fluiddynamischen Gesetzmäßigkeiten behan- 
delt werden.Wo die vereinbarte Grenze liegen mag,wird in Abschn. 
21.3.2,8.386,noch behandelt werden. 


20.2. Thermodynamisches Verhalten der Gase 


20.2.1. Allgemeines 


In der Gasdynamik muß man den Wärmeeigenschaften der Fluide ganz 
besondere Aufmerksamkeit schenken. 

Die klassische Thermodynamik beschäftigt sich mit Gleichgewichts- 
zuständen und den Übergängen (Prozeßwege,Prozeßführungen) vom ei- 
nen zum anderen Zustand.Man muß in der Technik also praktisch inm- 
mer zum Kompromiß von Quasi-Gleichgewichtszuständen bereit sein, 
was glücklicherweise oft zu genügend genauen Ergebnissen führt. 
Hier soll in Ergänzung zu Abschn. 3.5.1,3.56,eine Zustandsgröße 
auch noch folgendermaßen definiert werden: Von einer Zustandsgrös- 
se ist dann die Rede,wenn die Differenz der betreffenden physika- 
lischen Größe nur von den beiden Systemzuständen abhängt ,gleich- 
gültig,wie es zu den beiden Systemzuständen gekommen ist. 

In der Fluidmechanik ist es doch üblich,zur genaueren Untersuchung 
von Kräftegleichgewicht,Massenbilanz usw. Kontrollräume aus dem ge- 
samten Fluidbereich herauszutrennen oder freizumachen Eine analoge 
Arbeitsweise kennt man ebenfalls in der Thermodynamik.Nur spricht 
man dabei von einem System. 

Den bisher (Abschn.3.5) besprochenen Wärmeeigenschaften lag immer 
ein geschlossenes System zugrunde,was besagt,daß man es bei einer 
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Zustandsänderung immer mit derselben Fluidmasse zu tun gehabt hat: 


Volumen, Temperatur usw. können sich ändern,nicht aber die Fluid- 
masse, 

Bei den therfischen Turbomaschinen (Dampfturbinen,Gasturbinen, 
Kompressoren) beispielsweise ändert aber dauernd die Fluidmasse 
im Kontrollraum.In diesem Fall liegt ein sogenanntes offenes Sys- 
tem vor.Wie man die thermodynamischen Erkenntnisse,die an geschlos- 
senen Systemen gewonnen worden sind,auf offene Systeme (Kontroll- 
räume) überträgt,ist mithin Aufgabe der folgenden Abschnitte. 
Sieht man von elektrischen,magnetischen,auf der Kapillarität und 
der Gravitation beruhenden Wirkungen bezüglich der vollkommenen 
Gasen ab,dann darf von einem einfachen System gesprochen werden, 
das erfahrungsgemäß durch drei Zustandsgrößen beschrieben werden 
kann.Den. diesbezüglichen Zusammenhang muß man experimentell be- 
schaffen (thermische und kalorische Zustandsgleichungen). 

Man kennt direkt meßbare und abgeleitete Zustandsgrößen.Als direkt 
meßbar können gelten: die drei thermischen Zustandsgrößen "Druck, 
Temperatur,Volumen" und die Masse.-Als abgeleitete Zustandsgrößen 
gelten die drei kalorischen Zustandsgrößen,von denen zwei: die 
innere Energie und die Enthalpie,S. 39,bereits bekannt sind. 
Energie ist im allgemeinen Sprachgebrauch definiert als die Fähig- 
keit,Arbeit zu verrichten.Das ist aber unscharf.Seit G1.(1-13), 
S.8,ist aber bekannt,daß bei der Verwendbarkeit der Energie ihr 
exergetischer Anteil allein den Ausschlag gibt,was nie vergessen 
werden möge.Jede Energieerscheinungsform ist unbedingt auf ihren 
wandlungsfähigen und nichtwandlungsfähigen Anteil zu untersuchen. 


Jede Energieerscheinungsform ist im Gleichgewichtszustand eine 
Zustandsgröße.Sie ist es nicht mehr,wenn sie sich auf Wanderschaft 
befindet,wie die Wärme (Abschn. 20.2.3) oder die mechanische Ar- 
beit.Beide sind Prozeßgrößen,Austauschgrößen oder Transformations- 
größen,also von der Prozeßführung oder dem Weg abhängig.Wärme u. 
mechanische Arbeit sind also Energieerscheinungsformen,aber dabei 
keine Zustandsgrößen. 

Die allgemeine Zustandsgleichung für vollkommene Gase,G1.(3-6),S.38, 
wird jetzt zur Diskussion gestellt: p.V = m.R.T .Die physikali- 
schen Größen p,V,m,T können im Gleichgewichtszustand "relativ 
einfach" gemessen werden.Da es sich bei allen vieren um Zustands- 
größen handelt,stellen beide Gleichungsseiten wiederum,wenn auch 
zusammengesetzte Zustandsgrößen dar,und zwar von der Dimension 
einer Energie.In G1.(1-9),S. 7,ist p.V bereits als Druckenergie 
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eingeführt worden.Es wird nun hier der Vorschlag gemacht,das Pro- 
dukt m.R.T "thermische Energie" Eipm Zu nennen. 

Nimmt man an, einem geschlossenen System durch Arbeits- und Wärme- 
zufuhr oder -abfuhr eine Zustandsänderung vor,dann folgt durch 
Differenzbildung ohne weiteres: 


thm 


Auf die Änderung der Druckenergie ist bereits in G1,(3-5),9.38, 
hingewiesen worden.Nur ist hier die Koppelung mit der 

thermischen Energie vorgenommen worden.-Entwickelt man obige Glei- 
chung weiter mit den Beziehungen aus Gl. (3-9;3-10;3-12),dann folgt: 


Po+V, - pP] -Yı = m. (ce, - c„).(T, - 1.) =AH -AU[(20-2). 


20.2.2. Arbeit der Druckkraft und Druckarbeit (Volumen- und 
Druckänderungsarbeit) 


Da p.V eine Zustandsgröße ist,darf man von dieser Größe das to- 
tale Differential bilden;desgleichen von m.R.T : dB = GE, um - 


d(p.V) = p.dV + V.dp = m.R.dT (20-3). 


Die Integration führt zu: 


132 12 


Das erste Integral hiervon heißt auch Arbeit der Druckkraft oder, 
wie üblich, Volumenänderungsarbeit. (Der letzte Ausdruck ist nicht 
ganz treffend,weil ja das Volumen als geometrische Größe keine Ar- 
beit verrichten kann).-Zur weiteren Erläuterung dient Bild 20-1. 
Ein gasgefüllter, elastischer Ballon befindet sich in Vakuun-Umge- 
bung.Durch Wärme- und Arbeitszufuhr (Q;W) geht der Zustand (1; 

pP ;T}) des geschlossenen Systems über in den Zustand (V,5P55T,). 
Die elementare Druckkraft n.p.dA verrichtet lokal die Arbeit dW= 
p.dA.dr.Dafür kann man auch schreiben: dW = p.dV .Auf diese Art 
läßt sich der Name "Arbeit der Druckkraft" erläutern: 


(20-5). 


AH VAKUUM 


Das zweite Integral in 
G1.(20-4) möge Druckar- 
beit oder Druckänderungs- 


arbeit genannt werden. 
Denn hier ist es die me- 
chanische Größe "Druck! 
die zur Arbeitsverrich- 


tung herangezogen wird. 


N \ \ \ \ \ \ \ IS \ \ \ N 


N 
2 


(Für den dissipations- 
freien Fall ist für die- 
sen Ausdruck auch die 
Bezeichnung "technische 

BILD 20-1 Arbeit" gebräuchlich; 

davon wird ebenfalls kein 

weitererGebrauch gemacht ‚weil nicht nur das Integral | V.dp tech- 
nische Bedeutung hat.)- Die Druckarbeit lautet also : 


(20-6). 


Stellt man die thermische Zustandsgleichung,61. (3-6) ‚grafisch dar, 
dann stößt man auf ein Hyperboloid mit dem absoluten Nullpunkt als 
Koordinatenursprung.Legt man Schnittflächen zur p,V-Ebene,so erge- 
ben sich gleichseitige Hyperbeln,Bild 20-2.Außerdem ist eine Zustands- 
änderung (Expansion) von 1=2 eingetragen.Man findet dabei eine geo- 
metrische Veranschaulichung von G1.(20-4).Flächen im pV-Diagramm sind 
ein Maß für verrichtete Arbeiten. 


BILD 20-2 


20.2.3. Wärme 


Zu den Behandlungsgegenständen der Abschn. (2.9.1;53.5.7 x 3.5.10): 
Wärmemenge ‚Wärmeaustausch,, innere Energie,Enthalpie und erster Haupt- 
satz der Thermodynamik werden hier noch ein paar Ergänzungen nachge- 
reicht. 

Zunächst wird vereinbart,daß bei Ableitungen extensive Größen (Abschn. 
1.3.3,8.5) durch Massenbezug zu spezifischen Größen (Abschn. 1.3.4, 
5.5) gemacht werden,weshalb nun kleingeschriebene Symbole verwendet 
werden.Z.B.: V/m=v;0Q/m=q u.a 

Es gibt grundsätzlich nur "die" Energie,aber verschiedene Energieer- 
scheinungsformen.So kennt man mechanische Energie,elektrische und mag- 
netische Energie,kalorische Energie u.a. 

Zur kalorischen Snergieerscheinungsform gehören nun folgende,bereits 
bekannte physikalische Größen: die Wärme,die innere Energie,die Enthal- 
pie und die sogenannte thermische Energie.Nach den bisher vorliegen- 
den Betrachtungen ist von diesen vier Größen nur die Wärme keine Zu- 
standsgröße.Wegen ihres. dynamischen Charakters ist sie eine Prozeß- 
größe,eine Austauschgröße oder,wie man auch noch sagt: eine Transfor- 
mationsgröße.-Wenn man in diesem Zusammenhang sich der mechanischen 
Arbeit erinnert,die gleichermaßen wegabhängig ist und dabei zur Fami- 
lie der mechanischen Energieerscheinungssformen gehört,dann kann man 
doch die sogenannte WÄRME analogerweise KALORISCHE ARBEIT nennen.Mit 
diesem Begriff ist nämlich die Wärme genauer definiert. 

Wegen der Berechnung von der inneren Energie mit Er ‚der spezifi- 
schen Wärme bei isochorem Wärmeaustausch,und der Enthalpie mit cn ; 
der spezifischen Wärme bei isobarem Wärmeaustausch,könnte man daran 
zweifeln,ob die innere Energie u und die Enthalpie h tatsächlich 
Zustandsgrößen sind,da ja C und c wegabhängig sind.Zur weiteren 
Beurteilung dieser Situation wird durch Bezugnahme auf das absolute 
Vakuum (T=0;p=0;v=0) mit Hilfe der G1.(3-9),61. (3-10) und G1. (20-1) 
folgende Gegenüberstellung möglich: 


(20-7). 


Bei vollkommenen Gasen dürfen die "Faktoren" CyrCy und R als konstant 
angesehen werden.Diese Konfrontation möge die Zweifel beseitigen;denn 
in allen drei Fällen wird die absolute Temperatur mit einem konstanten 
Faktor multipliziert,der sich aus den thermodynamischen Ableitungen 
ergab und und"zufällig" für die Ermittlung von u und h mit einer 
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bekannten,wegabhängigen Größe korrespondiert.Zur weiteren Übersicht 
werden die G1.(3-9),G1. (3-10),61. (3-11) und G1. (3-13) zusammengefaßt: 


du + p.dv = dh - v.dp (20-8). 


c„.aT + p.dv = „ar - v.dp 


Daraus läßt sich auch ableiten: 
dh = du + p.dv + v.dp = du + d(p.v) ; 


für die Enthalpie in ihrer massenspezifischen Form ergibt sich 


schließlich: 


20.2.4. Entropie 


Mit Hilfe des Schwartzschen Satzes (Abschn. 11.2.3) kann man erneut 
die Wegabhängigkeit der kalorischen Arbeit (Wärme) nachweisen: 


G1.(3-5) und G1.(20-8) ermöglichen: 
dq = c,.dT + (R.T/v).dv=f£f (T,v) . 


Diesem Differentialausdruck liegt deshalb keine Zustandsgröße zugrunde, 
weil die gemischten,partiellen Ableitungen: 


= — (—) — 0+R#/v nicht gleich sind ! 
ov Om 
Mittels eines integrierenden Faktors F kann der Differentialaus- 
druck zu einem vollständigen Differential werden.-Der Versuch,nachzu- 
prüfen,ob ein solcher integrierender Faktor nur von der absoluten 


Temperatur abhängt,ist erfolgreich: 
R.T 
F(T).dq = F(T). c„.dT + F(T). —.dv ; das Schwartzsche Krite- 
v 


rium für die Existenz eines totalen Differentials ist bekanntlich die 


Gleichheit der gemischten,partiellen Ableitungen: RT R.T OF 


2 (F.c,) = I (F.R.T/w) oder: GE as 5 : 
or Or on 7 
ER F_l__E WmW=--mn 
= PB, ea ge ige 
v v aT F js 
I 


In (.T)=0=Inl1— F,T=1 — F= —.r(n), 
T 
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Es existiert also tatsächlich ein nur von T abhängiger,integrie- 
render Faktor. 

Nunmehr geht der erste Hauptsatz der Thermodynamik über in ein tota- 
les Differentialt 


(20-10). 


Die kalorische Zustandsgröße s ‚gemessen in J/(kg.K) ‚nennt Clau- 
sius ENTROPIE „Integriert man zwischen den Zuständen 1 und 2 ,So 
erhält man für die Änderung dieser dritten,kalorischen Zustandsgröße: 


T, v, 
«= T v 
1 1 


In Bild 20-3 wird ein thermodynami- 
sches Diagramm gezeigt: das T,s-Dia- 
gramm.Es zeichnet sich besonders da- 
durch aus,daß aufgrund der Definition 
von ds =dqa/T — daq = T.ds 

die zwischen den beiden Zuständen 

1 und 2 ausgetauschten Wärmemengen 
als Flächen darstellbar sind; 


BILD 20 -3 


An dieser Stelle ist auch auf die Vorzeichenvereinbarung in der Ther- 
modynamik aufmerksam zu machen: 

Zugeführte Wärmemengen gelten als positiv. 

Zugeführte Arbeiten gelten als negativ. 


20.2.5. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 


Carnot (1824) hat die thermodynamischen Begriffe "reversibel" und 
"irreversibel" folgendermaßen erläutert [ Tl: 
Kann ein System,in dem ein Prozeß abgelaufen ist,wieder in 
seinen Anfangszustand gebracht werden,ohne daß irgendwelche 
Änderungen in der Umgebung zurückbleiben,so heißt der Pro- 
zeß "reversibel" oder umkehrbar. 
Ist der Anfangszustand des Systems ohne Änderung in der Un- 
gebung nicht wiederherstellbar,so nennt man den Prozeß "irre- 
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versibel " oder nicht umkehrbar. 
Die Erfahrung lehrt nun,daß alle natürlichen Prozesse nur in einer 
Richtung von selbst ablaufen können.Clausius u.a. formulierten des- 
halb den ZWEITEN ‘HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK ‚dessen Inhalt folgen- 
dermaßen komprimiert werden kann: 


Alle natürlichen Prozesse sind irreversibel.Reversible Pro- 


zesse sind nur idealisierte Grenzfälle irreversibler Prozesse. 


Irreversible Prozesse lassen sich einteilen in Ausgleichsvorgänge 

(Druck-,Temperatur- und Dichteunterschiede gleichen sich aus) und in 

dissipative Prozesse (z.B.: hauptsächlich Reibung und plastische Ver- 

formungen). 

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik hat,je nach seiner speziellen 

Anwendung, verschiedenartige Formulierungen erhalten.Eine davon heißt: 
Kalorische Energie in Form von Wärme fließt nie allein vom 
Körper tiefer Temperatur zu einem Körper höherer Temperatur. 


Die hydraulische Analogie ist naheliegend: Wasser fließt von allein 
nur talwärts.Nach oben muß es gepumpt werden;genauso auch kalorische 
Energie (Wärmepumpen). 

Bei quasi-statischen Prozeßführungen beruhen in der Thermodynamik 
die Irreversibilitäten hauptsächlich auf dissipativer Reibung.Sol- 
che Effekte führen wandlungsfähige Energie (Exergie) in nicht wand- 
lungsfähige Energie (Anergie) über. | 

Reibungsarbeiten gehen spontan in Reibungswärmen über,so daß gilt: 


Man beachte auch G1.(17-1).-Es ist nunmehr festzuhalten,daß die an 
einem geschlossenen System verrichtete,kalorische Arbeit aus zwei 
Anteilen besteht: aus dem mit der Umwelt ausgetauschten Betrag dq, 


und der im System entstandenen Reibungswärme dd.rr . Somit gilt: 


dq =dq, + dg,un (20-13). 


Diese Srkenntnis führt zu einer erweiterten Formulierung des ersten 
Hauptsatzes der Thermodynanik; 


= du + p.dv = dh - v.dp 


Multipliziert man diesen Ausdruck mit dem integrierenden Faktor I/E; 
so ergibt sich für die Entropieänderung: 


dq 
ds ec . + = = IS ar + dS.r ‚ wobei man 
ds = ag / T den Entropiestrom und 
ds. Ag, nn/T die Entropieerzeugung nennt. 


Der Entropiestrom beruht auf dem Austausch kalorischer Arbeit (Wärme) 
mit der Umgebung des geschlossenen Systems (das geschlossene System 
und seine Umgebung bilden übrigens das Gesamtsystem) ,die Entropieer- 
zeugung hingegen geschieht im System selbst.-Nunmehr kann man vermer- 
ken: 


T, v, T, P) 


I] v 


Jetzt erfolgt die Anbindung des Entropiebegriffs an die Aussage des 
zweiten Hauptsatzes der Thermodynanik: | 

Zunächst betrachte man ein geschlossenes System,das mit seiner Umge- 
bung nicht im Wärmeaustausch steht - man nennt es nach Abschn.3.5.12, 
S.42,ein adiabates System - ‚wonach also dq, und Say verschwin- 
den.Da bei natürlichen Prozessen immer dissipative Effekte im System 


auftreten,ist ds,__=dq.._/T > 0 !-Mit anderen Worten: 
irr irr 


In einem geschlossenen System,das mit seiner Umgebung 

nicht im Wärmeaustausch steht,wird bei natürlichen Pro- 

zessen ständig Entropie erzeugt. 
Betrachtet man nun den Fall des Gesamtsystems,wo also das geschlosse- 
ne System durchaus mit seiner Umgebung ebenfalls im Wärmeaustausch ste- 
hen kann,dann kommt es zu irreversiblen Austauschvorgängen,.Auch sie 
vermehren die Entropie des Gesamtsystems.-Der zweite Hauptsatz kann 
folgendermaßen formal fixiert werden: 


Die algebraische Summe der Entropieänderungen 


von Teilsystemen in einem Gesamtsystem ist im- (20-16) 


zZ 50 


Das Gleichheitszeichen steht für den reversiblen,idealen Grenzfall, 


mer größer null: 


der für Vergleichszwecke sehr wertvoll ist. 
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20.2.6. Berechnung von Zustandsänderungen und kalorischer Arbeit 


Das diesbezügliche 
3.33 : G1.(2-31) 
| G1.(3-7) 
3.39 : 61.(3-9) 
3.39 : G1.(3-10) 
3.41 : 61.(3-14) 
3.41 : G1.(3-15) 
3.373 : G1.(20-1) 


u 
IN 
0) 


3.374 : G1.(20-5) 
3.374 : G1.(20-6) 
3.376 : G1.(20-8) 
3.377 : G1.(20-11) 
3.378 : G1.(20-14) 
3.379 : G1.(20-15) 
3.379 : G1.(20-16) 


Handwerkszeug ist bereits bekannt: 


kalorische Arbeit (Wärmeaustausch) ; 
allgemeine Zustandsgleichung vollkommener Gase; 
Änderung der inneren Energie; 

Änderungen der Enthalpie ; 

Polytropenexponent ; 

polytrope Zustandsänderung ; 

Änderung der Druckenergie und der thermischen 
Energie ; 

Arbeit der Druckkraft (Volumenänderungsarbeit); 
Druckarbeit (Druckänderungsarbeit) ; 

erster Hauptsatz der Thermodynanik ; 
Sntropieänderung 

erweiterter,erster Hauptsatz ; 

erweiterte Entropieänderung ; 

zweiter Hauptsatz der Thermodynamik . 


#s wurden hier natürlich nur die wichtigsten Beziehungen zusammenge- 


stellt. 


Es ist nun üblich geworden,Sonderfälle von Zustandsänderungen heraus- 


zuheben.Obige Gleichungen werden sich dementsprechend vereinfachen. 


Eine stichwortartige Zusammenstellung möge den Überblick verschaffen: 


Bezeichnung 1 Poytropen- Gl.f.thern. Spezifische | Kal.Arbeit| 


der Zust.änderg.| exponent Zust..änderg. Wärme (Wärme) 


ame) 


ISOBARE v/T = const o. AT 
(p=const) 


ISOTHERME 

(T=const) 

ISENTROPE 
|(s=con: 


ADIABATE n 
(Ay12=0) 


POLYTROPE 
(keine Ein- 
schränkung) 
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Bemerkungen: 


(1) Der isotherme Wärmeaustausch berechnet sich nach dem ersten 


Hauptsatz,G1.(20-8): dq = dq, + dA... = du + p.dv ; du = co .dT =0; 


41» = |p.av . 
N 1.2 | 
(2) Der Exponent der Isentropen heißt auch Isentropenexponent.Die 
Isentrope ist dadurch charakterisiert,daß das geschlossene System 
wärmeisoliert (adiabat!) ist und daß die systeminternen Prozesse 


dissipationsfrei ablaufen!- (dq, +dq.. _)/T = 0 —s = const ! 


(3) Während mit der Isentropen = Be NEE 
man im Normalfall einer Adiabaten mit Dissipationen rechnen.Hier 
ist ur dq, =0 ‚nicht aber da... !-Der Exponent ist fallwei- 

„se durch Experimente zu ermitteln. 

(4) Obwohl alle Zustandsänderungen letztlich Polytropen sind,spricht 
man gewöhnlich von polytropen Zustandsänderungen,wenn es sich da- 
bei nicht um isobare,isotherme,isentrope,adiabate und isochore 
Zustandsänderungen handelt. 

(5) Die Tabellenanordnung geschah unter dem Gesichtswinkel wachsender 
Polytropenexponenten.Eine Ausnahme bildet natürlich die Polytrope. 


Von Interesse sind in diesem Überblick auch die Entropieänderungen: 


ISOBARE i = © ISOTHERME : As = R.1n v 


m 
ISENTROPE ADIABATE : As,,z c Kl 
rr v n-1 


ISOCHORE : = '} POLYTROPE 
| v 2.1 | 


Bemerkung: 


Die Entropieänderung der Adiabaten und der Polytropen ergibt sich 
aus G1.(20-10) und G1.(20-13): ds = (dq, + 44, „n)/T = c.dT/T . — 
In Bild 20-4 werden drei thermodynamische Diagramme angegeben. 


m; EEE 
VoAr-A—H & 
THTIITZEE 


BILD 20-4 v S 
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21. EINDIMENSIONALE. BEWEGUNG 


21.1. Kontinuitätsgleichung 


Da in der Gasdynamik die Dichte O(x,y,2,t) keine Konstante mehr 
ist wie etwa bei stationären Strömungen in der Hydrodynamik,muß man 
in allen Formen der Kontinuitätsgleichung mit der Massenstromdichte 
(©. © ) operieren!-Alle Gleichungen in den Abschnitten 11.2.1 und 
11.2.2 ‚die auf dem Massenstrom aufgebaut sind,behalten ihre Gültig- 
keit in der Gasdynamik,auch die G1.(11-19),S.195,wenn man die Dichte 
zum Integranden packt. 

Volumenströme kann man natürlich auch in der Gasdynamik berechnen,sie 
dürfen aber nicht mehr zu Kontinuitätszwecken Verwendung finden. 


Für gasdynanmische Rohrströmungen soll jetzt nur noch die Gl. (11-34), 
3.202,eine formelle Anpassung an gleichbleibenden Querschnitt erfah- 
ren: 
(21-1). 


Je nach Art der Zustandsänderung des Gases während der Strömung kann 
beispielsweise die lokale Dichteänderung 98 / dt zudem verschwinden. 


21.2. Schallgeschwindigkeit 


Nach Abschn. 2.3.1 ‚S.9,weiß man um die Bedeutung der Schallgeschwin- 
digkeit: Sie ist eine andere Darstellungsart für das elastische Ver- 
halten eines Fluids oder Festkörpers.-Die Anpassung an gasförmige 
Fluide geschah auf S.36 und führte zur G1.(3-1): C. = Vap/dg ‚wo- 
bei jetzt natürlich die dementsprechende Zustandsänderung zu berück- 
sichtigen ist.-Geht man etwa von einer isentropen Zustandsänderung 


aus (S.380 oder S.41 mit n =% ),dann ergibt sich: 


p= const.Q ; dp/dQ =& .const.P =; ze? ; 
dp pP 
— =: 8: — = #8 .p.V =& .R.T ’ 
dp g 
c,=\x.R.n (21-2). 


Da die gesamte Ableitung der Schallgeschwindigkeit (hier die isentro- 
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pe Schallgeschwindigkeit) auf die beweislos angeführte G1.(2-4),8.9, 
aufgebaut ist,möge sie jetzt mit Hilfe der Dimensionsanalyse (Abschn. 
15.2) nachgeprüft werden. 


OR ee I % N 
Funktioneller Ansatz: c„=f (E,9) = ji. .Q ; 
x] x, 
Dimensionsgleichung: dim c, =(dim E) ".(dim © ) j 
| x x 
1.7 =(171,17”°,m) (a) e ; 


Exponentenvergleich: 


L 2-8 -X] =3.X, s 


To: -1=-2.% Lösungen: x, =-%,=12 . 


M,: O=x+x s u 1/2 -1/2 , 
| 1 2 en = k,.E . Q , 


C. -\>- 2 k, . 


Bis auf einen konstanten Faktor konnte mittels der Dimensionsanalyse 
der Nachweis für die Richtigkeit der G1.(2-4) erbracht werden.Die Di- 
mensionsanalyse ist also hier nicht in der Lage,das genaue Ergebnis 
herbeizuführen.Damit deuten sich auch ihre Einsatzgrenzen an.-Experi- 
mente ergaben Z. K, =1 . 


21,9: Bernoulligleichung 


21.3.1. Theorie 


Aus der Zusammenfassung der letzten Gleichungszeile im Zuge der Ablei- 
tung von G1.(12-3),3.228,und der Aussage von 61. (17-1),3.337,kann man 
die Bernoulligleichung für folgende Charakteristik zusammenschreiben: 
instationär,kompressibel,reibungsbehaftet,ohne Arbeitsaustausch und 
bei Vernachlässigung der Erdschwere: | 


2 2 
de dp I > 
| .ds + — ii  — — [1 —e W212 9 


1.2 1.2 


Legt man der allgemeinen Zustandsänderung. die Polytrope zugrunde,so 
folgt für das Integral | dp/p : 
n-l Ne 
; dp = C.n.Q 49 ; ap/9 = C.n.O .dO; 
l 2 


n n 
p=const. Q = 0.9 


u 


\anse = 0.n.|g".ag- C. n/(n-1). 9 
1.2 12 1 
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\äp/p = 


-1 n-1 
9, -8,) ) 5 mit p/DR = pu/pR = pp" 
1.2 > 


folgt schließlich: 


(21-3). 


21.3.2. Beispiele |25] 
1.Beispiel 
——— 


Aus einem Druckluftbehälter strömt Luft aus.Der Behälter ist verhält- 
nismäßig groß,und der thermodynamische lLuftzustand bleibe unverändert, 
Bild 21-1. - Angaben: J 
Anfangsgeschwindigkeit c,= O;c =1004 5,5 .R 
Absolutdruck im Behälter :1,9 bar; Absolut- 
temperatur im Behälter : 293 K ; Atmosphä- 
rendruck Pa. 2, # 1,015 bar ; Polytropen-: 
&® = 1,4 ; individuelle Gas- 

287 J/(kg.K) ; Erdschwere 

ist zu vernachlässigen. — Man ermittle: 


exponent n 
konstante R 


BILD 21-1 a) die stationäre Austrittsgeschwindigkeit DE 
im isentropen Fall; 
b) die statische Temperatur T, , die kinetische Temperatur; die Total- 
temperatur am Austritt; 
c) die Austrittsgeschwindigkeit c! 


2 
len oder dichtebeständigen Fall; 


nach Bunsen,also im inkompressib- 


4) Vergleich der beiden Geschwindigkeiten und Folgerung für die defi- 
nitionsgemäße Trennung zwischen Hydrodynamik und Gasdynanik. 


Lösungen: 


a) o,: 


In G61.(21-3) fallen nach Angaben das instationäre Glied,c“/2 und 
weg,so daß eine weitgehende Vereinfachung möglich ist. 


WR12 


In Zukunft sind thermodynamische Zustände auch kinematisch genauer 
zu beschreiben: 

Man unterscheidet die Total-Zustandsgrößen ( D%; p*; 9% v*%;h* usw.) 
für ruhendes Gas von den statischen Zustandsgrößen (T;p; ;v;h usw.) 
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bewegter Gase.Die Differenzen hierzu beruhen auf der Geschwindigkeit 
des Gases.Man beachte ebenfalls die Ausführungen auf S9.249,wo bei- 
spielsweise der Totaldruck für Flüssigkeitsströmungen eingeführt wor- 


den ist.Es ist also zu beachten: 


x 
PR 27% EEE NH nd 
c 2 = —.( m/P . - Po/Q = —. —. 1- — .— |; nach 
2 l 1 2 2 * 
n-1 n-1 $i 11 9, 


(21-5). 


Das ist die bekannte Gleichung von Saint-Venant und Wantzel.-In Zahlen: 


= ee men 
1,4 | 1,015.10° (1,4-1)/1,4 
1, 1,9.10 
c, = 310,85 m/s . 
BI I, 5 Tagan 3 78: 


Mit den G1.(3-12) und 61.(3-16) läßt sich G1.(21-5) auch folgender- 
maßen anschreiben; 


Durch Auflösung nach T* folgt: 


1 
2 
Ce) x * 
+ T, = T, = T, ; die Totaltemperaturen sind im isentropen 
2.6, und adiabaten Strömungsfall konstant, 


vgl.61. (21-28) für Y,=0 und Gr const u:S.397. ce 
Man nennt T, die statische,absolute Temperatur und 
tische Temperatur T 


die kine- 


2,C 
‚Allgemein gilt sodann: P 


kin 


(21-7); 
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ee 2, : = s 


ce) c5 : 


Die Bunsensche Formel,61.(12-12),3.236,wird genauer mit Indizes be- 


stückt:; 03 =Y2.(pt 2 P,)/E% ;s die Dichte für den Totalzustand im 


Behälter ist: Q% = pX/(R.1%) = 2,107/(287.293) = 2,378 kg/m” ; es 
folgt: es 


re \2-(1,9-1,015).10°/2,378 ; c) = 272,82 m/s . 


t 
d) Vergleich und Kommentar : 


Der relative Fehler beträgt (e,-c5)/e, = 12,23 % „ein beachtlicher 
ert. ee nn 
Empfehlenswert für die Grenze zwischen kompressibler und inkompressi- 
bler Rechnung ist ein relativer Fehler von 2% ! 


2.Beispiel 


Der Xanalverlauf einer sogenannten LAVAL-Düse wird in Bild 21-2 ge- 

zeigt.Dem konvergenten Kanalverlauf folgt nach der engsten Stelle ein 

divergenter.-Als bekannte Größen werden in diesem Beispiel angesehen: 
pP] 3 T, ; 35 PB=PM (Umgebungsdruck) ; Se Rz; D, = D, . - Man er- 
mittle: 

a) den Totalzustand in Kontrollebene 1 ; 

b) den Totalzustand im Behälter ; 

c) die Machzahl in Kontrollebene 1; 

d) die Differentialgleichung von Hugoniot (sie gibt bei polytroper 
Strömung den Zusammenhang zwischen Qerschnitts- und Geschwindig- 
keitsänderungen sowie der Machzahl an) ; 

e) Diskussion der Hugoniot-Gleichung; 

f) die Geschwindigkeit im engsten Querschnitt und die thermischen 
Zustandsgrößen ; 

g) den maximalen Massenstron ; 

h) einen Vergleich der Machzahlen Ma) , Ma, und Maz ; 

i) Formel zur Berechnung der Geschwindigkeit Cz ‚wenn man vom Zu- 
stand 1 direkt ausgeht. 
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Lösungen: 
zen * * 

ER a) I] 3 21 59, : 
0 ea & 
ı 1 »A2=Ae a Aus den Angaben der ab- 
| gi B soluten statischen Tem- 
| Po c3| |, peratur T, und der Ge- 
| 0% cı | 1 Az schwindigkeit 1 läßt 
| 50 Ä sich mittels G1. (21-7) 
| r die Totaltemperatur T% 

/ ermitteln: 
| X (p T. © ) Q 

- 1'181 

—VERENGUNG ERWEITERUNG 
(KONVERGENT) (DIVERGENT) 


ENGSTE STELLE „un 21-2 


Da der statische und 
der totale, thermodynamische Zustand jeweils im isentropen Zusammen- 
hang miteinander stehen,läßt sich mittels der G1.(3-16),5.41, für n=& 
folgende Zustandsänderungsgleichung angeben,die sogar allgemein gilt: 


&*/(x-1) 


Dip = 7 (21-9). 


Nachdem nun 17 und pT bekannt sind,läßt sich ohne weiteres mit der 
allgemeinen Zustandsgleichung etwa,61.(3-7),5.38,auch die unbekannte 
Dichte für den Totalzustand ©] bestimmen. 


b) p_ ; T, ;2 > bei c,= 0: 

Im verlustlosen,adiabaten Strömungsfall,also bei isentroper Strömung, 
bleiben Totaltemperatur und Totaldruck konstant;Gleiches gilt dann 
auch für die Dichte bzw. das spezifische Volumen (G1.3-8). 


ce) Ma, : Aus 61.(15-6),9.323,und 61. (21-2) folgt: 


(21-10). 


d) Differentialgleichung von Hugoniot: 


Die logarithmische Differentiation der Kontinuitätsgleichung,G1. (11-16), 


aubet: Ino+ InA+Ine = In const ; dP/p +aA/A + do/e = 0 ; 
ne u een] 


Die Differentiation der Bernoulligleichung für den statonären,rei- 
bungsfreien und schwerelosen Fall ergibt nach Abschn.21.3.1 : 


e.dce + dp /g =0 ; 
ben a ee mn ee 
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Führt man das Quadrat der Schallgeschwindigkeit nach G1.(3-1) 
© = dp/ d$ ein,so folgt schließlich 


aA /A =(de / c).(M& - 1) (21-11). 
Das ist die gesuchte Dgl. von Hugoniot. 


e) Diskussion der Hugoniot-Gleichung: 


In Bild 21-3 sind Diskussionsergebnisse tabellarisch erfaßt. 


KANALVERENGUNG: a <O |EnsSTER QUERSCHN. CA en) KANALERWEITERUNG: T- ar Kr 


Er Pen 
Ma2-1<0 ann Ma2-1<0 |} el = Ma=-1=0 y |Ma-1 >0 


KEINE dc _ 


KEINE ge. o 
LÖSUNG LÖSUNG| c 


a Sc 


3)UNTERSCHALL- 
DIFFUSOR 


Ta 


Unterschalldüse: Bei abnehmendem Kanalquerschnitt und wachsender Ge- 
schwindigkeit wird nirgends die Schallgeschwindigkeit erreicht. 
Überschalldiffusor: Bei abnehmendem Querschnitt und fallender Geschwin- 
digkeit liegt in jedem Querschnitt noch Überschallgeschwindigkeit vor. 
Parallele Unterschallströmung: Sie liegt vor,wenn der Strömungsquer- 
schnitt konstant bleibt und die Strömungsgeschwindigkeit anfangs schon 
im Unterschallbereich gelegen ist. 

Überschalldüse: Im engsten Querschnitt herrscht als Strömungsgeschwin- 
digkeit gerade die lokale Schallgeschwindigkeit vor.sSteigt wegen Pa<P, 
die Geschwindigkeit bei zunehmendem Kanalquerschnitt,dann liegt die 
sogenannte LAVALdüse vor. 

Parallele Schallgeschwindigkeit: Bleibt der engste Querschnitt,in dem 
hier Schallgeschwindigkeit vorliegt,weiterhin erhalten,und gilt Pa=Pz» 
so erhält man eine Parallelströmung mit Schallgeschwindigkeit. 
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Unterschalldiffusor: Um ihn handelt es sich,wenn bei Querschnittszu- 
und Geschwindigkeitsabnahme höchstens am Eintritt Schallgeschwindig- 
keit festzustellen ist. 

Parallele Überschallströmung ist dann zu erwähnen,wenn nach ihrer Er- 
zeugung der Querschnitt gleichgroß bleibt und P, = Dz gilt. 


Wenn im engsten. Querschnitt eines solchen Gerätes die Strömungsge- 
schwindigkeit gleich der diesem thermodynamischen Zustand zuzuschrei- 
benden lokalen Schallgeschwindigkeit ist,so nennt man ihn den kriti- 
schen Zustand und spricht auch vom kritischen Querschnitt. 


Wenn c, = ser dann A, 


m 


ebenfalls P5 = Poyxr 3 Ta = 


f)c p 


>kr ’ "2kr ? Pokr ’Pakr ’ 


Aus der Bernoulligleichung,G1.(21-3),folgt für die Strömungsgeschwin- 

digkeit co. = © ookr (wegen Ma = 1 sind ja Strömungsgeschwin- 

digkeit und lokale Schallgeschwindigkeit gleich) im kritischen Zu- 
p = REN = 

stand, sofern man beachtet: p, = D,,,. und & Pour Q our = Cokr 


c. und (233 9.) bilden zusammen den Totalzustand ( pr ;o x), n=%; 


1 

isentrope und stationäre Strömung: 2 2 
“s2kr “s2kr 

&x-1 -— a ”e-ı 2 


(21-13). 


* * 
Für Tı kann hier natürlich auch 2 gesetzt werden,wie es unter 
Pos. b) erwähnt worden ist. 
Beachtet man Cs 2kr = Ya-R.Ty,r ‚G1.(21-2),dann kann man sofort aus 
G1.(21-13) nachweisen,daß gilt: 


Du =[2/(& +1)| : 2 (2-14); 


Setzt man die Quadrate der G1.(21-5) und G1.(21-13) einander gleich, 
dann folgt für das sogenannte kritische Druckverhaltnis bei Po —Payr° 


(21-15). 
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Mit den beiden thermischen Zustandsgrößen T,yr und Poyr ist über 
die Isentropengleichung,G1.(3-16),auch die Dichte im kritischen Zu- 
stand bestimmbar geworden: 


„2 Ye-) 
Ber "Fı ac 


(21-16). 


&) den maximalen Massenstron: 


Den Massenstrom berechne ‚man zunächst für einen beliebigen Querschnitt, 
so daß man 61. (11-17) anschreibt: n = @ .c.A ; setzt man hierin 
Q =9%*.(p/pf) exp 1/&e und c nach G1.(21-5) ein,dann folgt: 


(21-17) 


Die, nur vom Druckverhältnis p/pf und dem Isentropenexponenten ab- 
hängige Ausflußfunktion kennt bei (p/p$ =0 und (p/p} = 1 zwei 
Nullstellen.Die Differentiation von Y weist nach,daß beim kritischen 


Druckverhältnis 
_—_ 
p e | %&-1 P2kr 
* &+1 * 


Pı Pı 


ein Maximum von vv und damit auch vom Massenstrom vorliegt.Insofern 
erhält man nach Einsetzen in G1. (21-17) bei A = A, (thermodynami- 
scher Zustand,Geschwindigkeit und Querschnitt gehören zusammen) für 
den maximalen Massenstron: 


(21-18). 


Besitzt das strömende Gas in einem engsten Querschnitt den kritischen, 
thermodynamischen Zustand ‚aann liegt gleichzeitig ein kritischer 
Querschnitt vor,und der Massenstrom nimmt einen Maximalwert an. 


Läge an einer Behälteröffnung ein kleinerer Druck an als ‚dann 


p 
kr 
stellt sich in dem Austrittsquerschnitt der kritische Zustand ein bei 
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maximalem Massenstrom.Es ist nicht so,daß man ‚was naheläge „ 

durch einen möglichst geringen Gegendruck möglichst viel Masse aus 

dem Gefäß herausholen kann.Das erklärt sich damit,daß das Störsignal : 
"weitere Druckabsenkung" - " Nachlieferung erbeten" - in der Austritts- 
ebene stehen bleibt,da es sich relativ zum mit Schallgeschwindigkeit 
strömenden Gas ja selbst nur mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten 


kann: = W+v;,c= -” + = 0% 
Ss Gas 


Bekanntlich ist Ma, = Ma,ır =1 .- Die Geschwindigkeit C3 be- 


stimme man mit G1.(21-5) für ey 63 und Py——Pz ! - Vergleichs- 
weise läßt sich notieren: 
Ma, — Ma, = Mar = 1 —& Maz a 
Unterschall Schall Überschall 


i) Cz bei Vorgeschwindigkeit c, : 


Man greife auf die Bernoulligleichung,G1l. (21-3) zurück;es schreibt sich 


für| eine isentrope und stationäre Strömung : Sy 6 5 Pa = PD, 


p p T 
es = a == 2) + e2 = lt, u T,) = en 
®-1 Bd. Q, =e-1 =®-1 Ä T, 


x 
beachtet man die Isentropengleichung nach 61. (3-16): T,/T]=(p,/p,) ar 


dann ergibt sich für die Austrittsgeschwindigkeit,sofern man nicht 
mit dem Totalzustand rechnen möchte,wie es eigentlich G1. (21-5) nahe- 
legt: 


(21-19). 


3.Beispiel 


Man gibt eine Lavaldüse nach dem Muster von Bild 21-2 vor und vermerkt 
noch folgende Angaben: Es handle sich um eine stationäre,isentrope 
Luftströmung; D, = D, = 0,06 m; ®= 1,4 ; R= 287 J/(kg.R) ; p* =.,5, Darı 
T3 = 500 K; u 7 2 bar .-Man ermittle: 

a) den Berechtigungsnachweis für eine Lavaldüse; 

b) die spezifische thermische Energie erym ; 

c) die spezifische Totalenthalpie h* ; 
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d) die spezifische totale,innere Energie us : 


e) die spezifische Druckenergie im Behälter. pk.vX 5; 

f) die Schallgesahwindigkeit für den Behälterzustand Ce ; 

&) DAS BLIL SEHR ISHRLBENEN Zustandsgrößen Prp’Tkr und © en für 
den statischen Zustand; 


h) die Strömungs- und die Schallgeschwindigkeit im kritischen Zustand 


ce und c. ; 
2kr skr 2 
i) den maximalen Massenstrom ME mittels der thermischen Einzel- 
größen ; 


j) den maximalen Massenstrom mittels einer geschlossenen Gleichung ; 
k) den Düsenaustrittsquerschnitt An und den Durchnesser D, ; 

1) die Austritts-Machzahl Ma, ; 

m) die statische Temperatur. Tz ; 


Lösungen: 
a) Nachweis für Berechtigung einer Lavaldüse: 


Eine Lavaldüse ist dann angebracht,wenn der statische Düsenaustritts- 
druck unterhalb des kritischen Druckes liegt.Den kritischen Druck be- 
rechnet man mit G1.(21-15): Wegen der Isentropität ist PL=P] R 


x, 1,4 
2 8-1 
* | 5 1,4-1 
p u | ) = 5.10°.( er p = 2,64 bar ; 
2kr 1 4 ge+l ’_ Fokr ' 2 
da Pr > Pz ist,muß bei geordneter Expan- 
sion eine Lavaldüse verwendet werden. 
* %* * kJ 
b) e : nach G1.(20-7) folgt: e = R.T| = 287.500 = 143,5 — . 
thm thm es . Zu 
% 
c) h: ebenfalls nach 01.(20-7) : h =c .T =&.RrT ; 
) 6) Po »_1] O 
| 1,4 
h, = — ‚287.500 = 502,25 kl/ke . 
m l1,4-1 zz ——— 
a)u G1.(20-7) G1.(3-12) fü . D“ R ).T. 
Yo: 1.(20-7) und 61.(5-12) führen zu: u, = c,- ne ee To; 
* 
u, = (1004 ,5-287).500 = 358,75 kJ/ke. 


e) p%.v* : Nach 61.(20-1) oder G1.(20-9) erhält man : 


ps.v5 = h3 - uf = 502,25 - 358,75 = 143,5 kd/kg - 
m ————— — — —  ——— 
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Mi | * Ä 
f) eo Gl. (21-2): so” /1,4.287.500 = 448,22 m/s . 
— = 


8) Per ? Tkr Po yxr s 

Da nachweislich eine Lavaldüse vorliegt,ist der engste auch gleich- 
zeitig der kritische Werschnitt.-Den kritischen Druck hat man bereits 
unter Pos. a) berechnet: Payp = 2,64 bar . 


G1.(21-14) liefert jetzt aber die statische,absolute,kritische Tempe- 


ratur zu: Wegen der Isentropität ist Tr = 15 : 
* 


EEE: a 
Br 2 a Fr a 


man neben G1.(21-16) mit der allgemeinen Gasgleichung zum Ziel: 


‚500 = 416,67 K . - Am einfachsten kommt 


Gr = 2,64.10°/(287.416,67) = 2,208 ke/m . 


h) Cdkr und Cskr : 


Nach G1.( 21-13) weiß man um ihre Gleichheit.-Es folgt danach: 


= —_[ 1,4 = 

= 1 * = = e= 

Soyr 2; a 2. urn .287.500 409,165 m/s Csokr ° 
— ) m mn nn — —— 


; . — — ©. 
i) De © kr Sokr"Akr = 2,208.409,17.(7/4).0,06°= 2,555 kg/s. 


Als geschlossene Gleichung bietet sich hierfür G1. (21-18) 


an. 
— 


7) 2 5.10 a 
Buy > 1,4-1 BR De 
1,44 1,4+1 287.500 
RR = 2,555 kg/s . 


k) Az un D, : 


Nachdem der Massenstrom festliegt, bietet sich mit PR» und PP, 
die G1.(21-17) an : 


1 — 
Be r 0,286 
2,555 = 2-5.10°.3,484. (ee). 1365, aA 
5 | 5 3 
5.10 L B) 
Az = 0,00293 me; D, = 0,0611 m . 


1) Ma, : Die Austrittsgeschwindigkeit c, berechne man mit G1.(21-5): 


3 
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rs es DEREN 
I a 1,4-1 
= z 3] & 1,4 | 
61 = 2. =—eöR,T . l- Da — 2. |—— .287. 500, l- 91 „4 ’ 
E eu. x | 2 
' Pol 1,4-1 nn 


weil bei einer isentropen Strömung die Totalzustände 0* und 1* gleich 


sind.Das Ergebnis lautet: ec. = 481,22 m/s . 
Zur Ermittlung der Schallgeschwindigkeit 3 benötigt man noch die 
absolute,statische Temperatur T ‚welche sich aus der Isentropen- 
gleichung nach G1. (3-16) bestimmen läßt: 

x -1 (1,4-1)/1,4 
1, = 7%. (pz/p%) ® = 500.(2/5) = 384,73 K. - Analog zu 
G1.(21-10) folgt: 


= = = = . | _ 
Ma, = zR- RT Ale de 2011 ; Ma, 1,22. 
m) T, : Bereits ermittelt zu Tz2 = 584,75 K . 
me —— 


4 .Beispiel 


Nach den jetzigen Erkenntnissen ist es interessant geworden, das erste 
Beispiel dieser Reihe nocheinmal aufzugreifen (Bild 21-1),dieses Mal 
aber mit dem absoluten,totalen Anfangsdruck von pr =5 bar . -Man be- 
stimme: 

a) das kritische und das angelegte 


Druckverhältnis; 

b) den statischen Druck in der Aus- 
trittsebene; 

c) eine Interpretation der Ausfluß- 


funktion nach Darstellung von 
Bild 21-4, 

Lösungen: 

a) (p/p4 ),„ und p, /p : 


Für das zu berechnende kritische 
Druckverhältnis bietet sich G1.(21-15) 


Ir 2 an w 
DÜSE MIT KRIT. N > „fd 
QUERSCHNITT kr _ ' MN 26 en 
LAVALDÜSE * 1,4+1 s : 
BILD 21-4 p] 


ae 


Das angelegte Druckverhältnis beträgt p./P% = 1,015/5 = 0,203 ; 
es ist kleiner als das kritische. 


DB) py : 

Der engste Querschnitt fungiert als kritischer Querschnitt mit dem 
kritischen Zustand.Der statische Druck in der Austrittsebene ist infol- 
gedessen Poxr und nicht D> wie im ersten Beispiel,wo das angelegte 
Druckverhältnis 1,015/1,9 = 0,534 größer ist als das kritische: 


= 0,528.5 ; = 2,64 bar . 


P2kr Pikr 
Verläßt der Strahl die düsenförmige Austrittsöffnung des Behälters, 
so zerplatzt der Strahl infolge einer ungeorädneten,dissipativen Nach- 
expansion auf den Umgebungsdruck De 1,015 bar ! 


c) Interpretation von Bild 21-4 : 


Die Ausflußfunktion nach G1.(21-17) ist für & = 1,4 qualitativ dar- 
gestellt.Auf 3.390 ist bereits gesagt worden,daß sie zwei Nullstellen 
und ein Maximum besitzt;Analoges gilt natürlich für den Massenstrom. 
Geht man bei der Diskussion immer von einer Unterschallzuströmung 1 
aus,so sind fünf Fälle erwähnenswert. 

l.Fall 

Das angelegte Druckverhältnis ist größer als das kritische.Der engste 
Querschnitt der konvergenten Düse zeigt keine kritischen Daten.Die Ex- 
pansion geschieht bis zum Umgebungsdruck. 

2.Fall 

Das angelegte Druckverhältnis ist gleich dem kritischen.Der engste 
Querschnitt heißt jetzt auch kritischer QWerschnitt.Die Expansion er- 
folgt bis zum Umgebungsdruck. 

3.Fall 

An die nur konvergente Düse wird nunmehr ein Druckverhältnis angelegt, 
das kleiner ist als das kritische.Der engste Querschnitt ist zwar ein 
kritischer Querschnitt,aber der Strahl zerplatzt infolge dissipativer 
Nachexpansion auf Umgebungsdruck.Der Massenstrom behält seinen maxi- 
malen Wert bei,gleichgültig,wie niedrig der Gegendruck ist. 

4.Fall 

Erst die Lavaldüse erlaubt eine geordnete Expansion auf Überschall 

bei maximalem Massenstrom,wenn der Austrittsdruck gleich dem Umgebungs- 
druck ist,was durch eine entsprechende Kanaldivergenz erreicht wird. 
5.Fall 

Ist die Kanalerweiterung ungenügend,dann stellt sich im Sinne der Aus- 
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flußfunktion ein Austrittsdruck Pz ein,welcher noch über dem Umge- 
bungsdruck liegt,so daß auch hier eine dissipative Nachexpansion auf- 
tritt.-Der divergente Verlauf der Lavaldüse ist deshalb erforderlich, 
weil nach dem kritischen Zustand das spezifische Volumen gas- und dampf- 
förmiger Fluide stärker zunimmt als die Geschwindigkeit! 


5.Beispiel 


Es ist eine adiabate und irreversible Strömung durch eine Lavaldüse 
(Bild 21-2) zu untersuchen. -Angaben: Luft mit c_ = 1004,5 J/(kg.K); 
& = 1,4; R= 287 J/(kg.K); c, = 50 m/s; TI = 450 K; pf = 12 bar; 

Pz = 4 bar; die Dissipationen werden durch den Geschwindigkeitsver- 
lustbeiwert 2 = 0,9 berücksichtigt: 


eo, = pP. Ca (21-20) ; 


on ist die isentrop erreichte Endgeschwindigkeit.-Die Strömungsvor- 


gänge sind in einem qualitativen hs- und Ts-Diagramm festgehalten, 
Bild 21-5.-Man bestimme : 


\ ® Da? 

| Ba EEE: DIR, 13 
A Anz: III 

° | Ss 0 (Q) (b) Ss 

BILD 21-5 


a) den Nachweis,daß die Totaltemperaturen längs der Düse konstant 
bleiben; 

b) den statischen Zustand p, und T, ; 

c) die reale Austrittsgeschwindigkeit iz und die massenspezifische 


kinetische Energie Kz ; 
d) den Strömungsverlust 


EX u < (21-21), 


v BE) 5 

der als Manko an kinetischer Energie verstanden werden möge. 
e) die reale,statische Endtemperatur Tz ; 
f) den Polytropenexponenten n; 
g) den realen Totaldruck am Ende p% s s 
h) für den realen kritischen Zustand Poxp 3 Toxr 3 Kup 3 Soxr ? Poxr 3 
i) die Entropiezunahme As 
j) die Reibungswärme Gi 
k) den Vergleich zwischen Strömungsverlust und Reibungswärme. 


Lösungen: 


a) Nachweis für die Konstanz der Totaltemperaturen : 


Die Differentiation der Bernoulligleichung nach G1.(21-3) ergibt für 
den stationären Strömungsfall: 

|V-@p = - c.de - dwr ° 
Man ersetzte v.dp mittels des ersten Hauptsatzes der Thermodynanik, 
G1.(20-14) ‚und bekommt: 

dh - day _ dd:rr = - c.dc - dw, - 
da ein adiabater Strömungsfall vorliegt, ist der Wärmeaustausch dq,=0. 
Reibungswärne dA:rr 
so daß auch sie verschwinden.Es bleibt: dh + c.dc = 0 .Die Inte- 
gration erbringt: bh, - h = es [2 - 5 je. % 


und die Reibungsarbeit dw ‚entsprechen einander, 


Im Sinne des Kommentars zur G1.(21-6),5.385,definiert man die Total- 
enthalpie: 


(21-22). 


Man erkennt: Bei einer adiabaten Strömung,ob reversibel oder irrever- 
sibel,bleibt die Totalenthalpie konstant.-Das bedeutet für ein voll- 
kommenes Gas,daß nach Division der Totalenthalpiewerte durch die kon- 
stante spezifische Wärme c ohne weiteres die Konstanz auch der 
Totaltemperaturen folgt: 


b) pP) 5; T,: no 
. e nee, = | 
G1.(21-7): TI, = 1. -0e7/(2.0,) = 450 - 1045; Iı= 448,76 K . 
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&®-1 1,4/(1,4-1) 


@1.(3-16): p, = p1. (14/78) 12.10°.(448,76/450) Pa; 


pP], = 11,88 bar . 
ce) Cz und Kz : 
G1. (21-20): % Pro, 5 °z, nach G1.(21-5): 
3, = 2, Id „297.450. 1 - (a/12)0»226 3 6, = 493,72 m/s . 
1,4-1 ee 
= 0,9.493,72 Zu 444,35 m/s. 
G1.(1-8) : K, = 03/2 = 444,,35°/2 3 K, = 98,722 kl/kg . 
d)h_: 
En 493,72° | 
G1. (21-21) : h, = Rn, - Kz ae 98 722; h, = 23,156 kJ/kg. 
e) Tz : Be 2 
IE % 3 444,735 
G1.(21-7) : I, = T, - — -_ —— >; Tz = 351,72 K 
2.0, 2.1004 ,5 
fAn: 


Setzt man eine quasi-statische Zustandsänderung voraus,so läßt sich 
die irreversible,adiabate Zustandsänderung durch einen Polytropenex- 
ponenten nach G1. (3-16) beschreiben: 


n 
P I T n-1 .n n 
ER 0 Fu ancten 5:2 , ee 1,288; 
» |n n-1 448,76 11,88 n- —_ 
$ 
8) Pz 


y3»5 


BIER: AAN, % x X -1 5 % 
G1.(3-16) : Pz = Pz(Ta/17) 8° = 4.10°.(450/351,72 ; P3=9,476 bar. 


x 
h) Payns Toys Kopp? Soxr? Pokr 
G1.(21-15) 2 Payp = NE} , Bi, 6,536 Bar; 
a — 
G1.(3-16) : De = 448,76. (6,336/11,88) 0224 x; 


Toyn = 389,82 K . 


G1.(3-10) : Ah=K =c„.AT= 1004 ,5.(450-389,82) ; 


kr 
Kuyr = 60,453 kJ/keg. 
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G1.(1-8) : Cr = V2cKyyr = || 2.60453 ; Coyp = 347,71 m/s. 
5-1) = 3,5 
Gl.(3-1) : _* u * &-1 _ 5 ’ . 

Popp = Pax‘ Tor (Taxe) = 6,356.10 an Pa; 
Poyp = 10,472 bar. 
i)A 513 ° 
-x °» J 
Nach S.381 gilt: A Sirr,13 7 — ; In(T,/T]) ee 717,5 FE 
1,288 Arad 1,4 
A Sapn.13 = 717,5. ———— . In 351,72/448,76 ; 
1,288-1 | 
. = 6 0) J k .K ® 
A Syn 13 7,99 J/(kg.K) 
;) Qirr : 
n-x 
Nach S.380 gilt: Are 7 "oe ; (1, - T,) ; 
1,288: 154 . = kJ 
1 = 717 5. era e eg, net erab ste, © 351,72-448, 7 ’ g. = 27,077 FE o 
"ir Bere irr k& 


k) Vergleich zwischen Strömungsverlust und Reibungswärne : 
Überraschenderweise stellt man fest,daß bei adiabater und irreversib- 
ler Strömung der Strömungsverlust geringer ist als die Reibungswärne. 
Es fällt der sogenannte Wärmerückgewinn Ing an: 


qg. = h. (21-23). 


irr v bö Arc 


Da die Reibungswärme spontan und isobar dem Fluid zugeführt wird,liegt 
die Endenthalpie höher als bei isentroper Expansion,- Im Ts-Diagramm 
liegt die Reibungswärme als Fläche unterhalb der Zustandsänderungslinie 
1-2kr-3 .-Der Strömungsverlust läßt sich auch mit h, = hz - hz. 
ausdrücken.Versteht man unter der Enthalpie aufgrund ihrer Berechnungs- 
art isobar zu- oder abgeführte Wärme,so stellt die Fläche unterhalb 

der Isobaren Pz zwischen den Grenzen a und b den auftretenden 
Strömungsverlust dar. - Siehe auch Bild 21-5,Pos. aundb. 

Es wird hier nochmals daraufhingewiesen,daß der sogenannte Strömungs- 
verlust als Mangel an kinetischer Energie aufzufassen ist.h, ist ener- 
getisch zwar im Fluid vorhanden,kann aber nicht umgeformt werden. 
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6.Beispiel 
I —— 


Durch eine Stahlrohrleitung ( D= 0,2 m; L = 500m; k = 0,2 mm ) 
strömt Methan (OH; R = 518,31 J/(kg.K); cn = 2156 J/(kg.K); x =1,317; 
V]= 0.600 m/s ) mit folgenden Anfangsdaten: = 300 K; 

pP], = 25 bar; c, = 50 m/s.-Man bestimne : 


T]ı 


a) die Bernoulligleichung in entwickelter Form für eine isotherme 
Rohrströmung; 

b) dafür die Austrittsgeschwindigkeit c, und den Druck PJ sowie Ma,; 

c) die Bernoulligleichung in entwickelter Form für eine adiabate 
Rohrströmung; 

d) dafür c, und p, ;zur Kontrolle Mi, 

Lösungen: 


a) Isotherme Rohrströmung: 


Diese Strömungsart liegt nahezu bei in der Erde verlegten FPipelines 
vor.-Die differenzierte Bernoulligleichung wird in der Form,wie sie 
auf S.397 erwähnt ist,hier übernommen: 

v.dp=-c.de-dw - (1) 


Differenzierte Form der Kontinuitätsgleichung,Gl. (11-17): 


(Logarithmische Diff.) 0 =d9/9 + de/e + INA ; (2) 
dA/A verschwindet bei einer Rohrströmung. 
Differenzierte Form der Zustandsgleichung, Gl. (3-7): 


(Logarithmische Diff.) aT/T = dp/p - AE/Q = ap/p +äv/v (3). 
Setzt man (2) in (3) ein,dann folgt: 

aT/T = dp/p + dc/c . (4). 
Wegen der isothermen Strömung ist dT/T = O ‚so daß gilt: 

dp/p = - dce/c (5). 


Ersetzt man in (1) v durch R.T,/Pp und dp nach (5),dann folgt: 
R.T, .de/c - c.de = dw, (6). 


Für ein differentielles Rohrstück ergibt sich nach den G1. (17-2) und 
G1.(17-5) für die Reibungsarbeit: 


dw, = A/(2.D) . dx .c“ (7). 
Setzt man jetzt (7) in (6) ein,dann erhält man eine Differential- 
gleichung: ds As j\ 
R.T .—.—— = = — 0 dx . 


Die Integration zwischen 1 und 2 ergibt: 


2 


Erinnert man sich der Machzahl nach G1.(15-6) und der Schallgeschwin- 


diekeit nach G1.(21-2),so erhält man mit c 1 =& .R.T, und MaS=cl/o2, : 


(21-24). 


x ‚Mal 


Die Rohrreibungszahl bleibe aus Gründen der Vereinfachung konstant 
und werde mit den Daten für den Anfangszustand beschafft.Die obige 


Gleichung wird durch c_-Variation näherungsweise ermittelt. 


2 


b) c, und p, ;zur Kontrolle Ma, : 


Zunächst werden einige Daten ermittelt,bevor das Näherungsverfahren 


beginnen kann.- cc, = 1,327,518,32.300° 3 0,7 = 452,53 m/s ; 


Ma, = c,/c,, = 50/452,53 ; Ma, = 0,11. 


Bestimmung von \ : Hierzu benötigt man die Re-Zahl: Re =.0,.D/Y |] ; 
Re = 50.0,2/(0,5.10”°) = 2.10! ;‚ aus Bild 17-2 ist für die relative 
Rauhigkeit k,/D’”= k/D = 0,2/200 = 0,001 damit die Rohrreibungszahl A 
abzulesen: = 0,02 „Setzt man nun alle Anga- 
ben in G1.(21-24) ein,dann ergibt sich: 


)< 0,02.500/0,2 = 50 


62,752 - 62,752.(50/0,)® + In(50/e,)? 
62,752. (50/0,)° - In(50/0,)” = 12,552 ; 
ee ee ae 


y, = f(c,) y, = const 


Die grafische Näherungslösung nach dem Intersektionsverfahren ist in 
Bild 21-6 angeboten. -Man wähle zunehmende -Werte (siehe Tabelle) 
und berechne Y » 


“3 


30 Diese Funktion schnei- 

25 det y], = const etwa 
5 20 bei einem Geschwindig- 
1 25 keitswert von 

10 0,=1l18m/s. 


0 80 10 120 m 140 
S 


2 oe BILD 21-6 
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Daß die Geschwindigkeit zunehmen muß,beruht darauf: Infolge der Über- 
windung des Rohrreibungswiderstandes nimmt der statische Druck des Ga- 
ses ab,das spezifische Volumen steigt,so daß wegen gleichbleibenden 
Querschnitts die Geschwindigkeit anwachsen muß.Der zur Beschleunigung 
erforderliche Druckunterschied bleibt bei dieser Näherung außer Betracht. 


Den statischen Druck am Ende der Rohrleitung bekommt man mit Hilfe der 
Kontinuität und der Zustandsgleichung: 


ai: oA =d9,.0,., 


os 


p 25.10 
ee ; 9, = 16,078 kg/m ; 
| BR 
9, = 50.16,078/118 ; 9,= 6,813 kg/m IP SSR, 5; 
PJ.= 6,815.518,31.300 ; pP „ = 10,595 bar . 


Man muß bei solchen Aufgaben die Austrittsmachzahl Ma, kontrollieren, 
weil sie nicht gegen den Wert eins anwachsen darf.Sonst entstünde ein 
ebener Verdichtungsstoß,der zusätzliche Dissipationen auslöst.Darüber 


wird in Abschn. 21.5.2 berichtet. 


Ma 


= 118/452,53 ; Ma, = 0,26<1 ! 


2 = oyfego = Sofegı 


c) Adiabate Rohrströmung : 


Diese Strömungsart liegt bei isolierten Heißdampf- und Heißgasleitungen 
sowie bei Kaltdampfleitungen beispielsweise vor. 
Von einer adiabaten Strömung,ob reversibel oder irreversibel,weiß man 
seit G1.(21-22),daß die Totalenthalpie längs der Rohrleitung gleich 
groß bleibt.Die differentielle Form dieses Sachverhaltes lautet: 

dh + c.de = 0 8 53 
Weiterentwicklung von dh : 
dh = Cn-aT ; beachtet man (4),dann folgt: dh = CT. (dp/p + de/e) ; 
dh =c„.(T/p).ap + on. T-de/c ; mit p/go=R.T und = & .R/(® -1) 
ergibt sich dann,wenn man mit T = T* - o°/(2.0,) die Totaltemp. einfügt: 


dp 
(8): &_,_+. 8 .RlT - eifl2.c )).do/fe +c.de =0; 
pP 
z-.ı 9° z-.ı 


mit (1) zusammen bekommt man jetzt unter Verwendung von (7): 
2 
m c 
.c.dc + R.T .dc/c = dw, = Kerr ‚was sich 
2.D 


& +1 
2.8 


zur folgenden Differentialgleichung umformen läßt: 


die Integration liefert: 


er T 


f 
ww. 


l Il c 
ei “2 “2 D 
in Anlehnung an den Aufbau der G1.(21-24) klammert man links es aus 
% 
e; 2 N ” RE 
und Zune» die Machzahl für die Totaltemperatur Ma- = 7 /y& RT ein: 


1 2 2 


% 7% 
x. Na 


Aus genannten Gründen rechne man auch hier mit gleichbleibender Rohr- 
reibungszahl \ .Die Näherungslösung wird durch das Intersektionsver- 
fahren wiederum erreicht. 


d) c, und p, ; zur Kontrolle Ma, : 
Datenbeschaffung: 2 
c % 
Totaltemperatur nach 61. (21-7) : 2 1 + = 5; 
.c 
p 
T” = 300 + 50°/(2.2156) ; T” = 300,58 K. 


er 


ERREGER “73721 
1,317.518,31.300,58; 
0 = 452,97 m/s . 


Anfangsmachzahl für den Totalzustand : Ma$ = 50/452,97 5; Ma. =DsLL; 
Bestimmung von X : Wert kann sofort übernommen werden; = 0,02. 
Datenverwertung in 61. (21-25): 


Schallgeschwindigkeit für den Totalzustand: ec 


62,317 - 62,317.(50/c,)? + 0,88.1n(50/c,)? 


50 


62,317. (50/c,)* ” 0,88.1n(50/c,)“ =-35.=17 

70,815. (50/0)? R 1n(50/0,)? = 13,997  ; 

IT 0 
Y= f(c,) Y, = const 


Die grafische Näherungslösung ist in Bild 21-7 dargestellt. - 
Die Näherungslösung ergibt c, = 120 n/s . 
Interessanterweise unterscheidet sich dieser Wert nur wenig von dem 
der isothermen Rohrströmung. 
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Dichte am Ende: 


27.6 =9>.6, : 
O, = 50.16,078/120 


YılY2 
> = 6,7 kg/m” . 


Bei der isothermen 
Strömung bleibt die 
statische Temperatur 
konstant,wogegen hier 
im Falle adiabater 


Strömung die Total- 
BILD 21-7 ö 
temperatur unverän- 
dert bleibt.Deshalb 
erhält man die absolute,statische Endtemperatur über: 
BR 2 = 2 = 
T, -=T - e5/(2.0,) = 300,58 - 120°/(2.2156) ; T, = 297,24 K. 
Enddruck : pP, = Q 2° Res T, = 6,7.518,31.297,24 ; 
pP, = 10,322 bar . 


A — nn 


Die Machzahlkontrolle kann entfallen. 


Bemerkung: Diese beiden Extremfälle der Strömung mit vollkommenem 
Wärmeaustausch (isotherme Strömung) und der Strömung bei 
vollkommener Wärmeisolierung (adiabate Strömung) stecken 
für die Praxis die Grenzen ab,zwischen denen die Realität 
der Zustandsgrößen technischer Rohrströmungen liegt. 


21.4. Energieformel 


21.4.1. Theorie 


Die allgemeinste ZInergieformel,also die Energiebilanzgleichung mit 
Arbeitsaustausch,steht auf 3.231 als G1. (12-9) .Bezüglich stationärer 
Strömungen im Erdschwerefeld lautet sie: 


2 2 (nu 
— - —+2.|@xc .dr +|v.dp + 8. (2, - z, ) =0. 
z z 1,2 1.2 
MPEERSSEVEEREE 
=.d 


Im Turbinenfall stellt das Integral J die vom Fluid verrichtete Ar- 
beit dar.Man hat darunter neben der Turbinenarbeit Y, auch die Rei- 
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bungsarbeit WR19 zu verstehen,so daß gilt : J= Y,t Wo ° Die 
Vorzeichen (hier + ) sind derart gewählt,daß die abgegebenen Arbeiten 
das gleiche Vorzeichen tragen wie die Größen mit Index 2 ‚damit TI, 
als positive Größe erhalten werden kann: 


(21-26). 


Wird das Integral durch den ersten Hauptsatz der Thermodynamik,Gl. 
20-14 ,ersetzt,dann bekommt man zunächst: 


Y.= Li 2 
user — [oo 2 nn I 7 
> Ga 2 + dirr] 2 + h- -h, + = + &. 2. &» 29 W212 ‚wiederum 


entsprechen sich Reibungswärme und Reibungsarbeit,so daß man unter 
Verwendung der Totalenthalpie,61.(21-4) und Gl. (21-22) ,schließlich 
notieren kann: 


(21-27). 


Da bei Gas- und Dampfturbinen Energie als Wärme aus dem System ab- 
fließt,q,1o also negativ würde,ist auf beste Isolation zu achten,so- 
lange das Fluid eine relativ hohe Temperatur besitzt.Die Energieun- 
formung geschieht demnach adiabat.Verzichtet man,wie es bei Gas- und 
Dampfturbinen immer geschieht,auf das Schwereglied,dann nimmt die Ener- 
gieformel die denkbar einfache Gestalt an: 


Y:.=h - h (21-28). 


i 1 2 

Im Kompressorenfall stellt das Integral J die am Fluid verrichtete 
Arbeit dar.Man hat darunter neben der spezifischen Schaufel- oder Rad- 
arbeit -Y,n (Minuszeichen wegen Arbeitszufuhr) auch die Reibungs- 
arbeit “no Zu verstehen,so daß gilt: J= -Y,n + W219 .Die Vor- 
zeichen sind so gewählt,daß die zugeführte Arbeit das gleiche Vorzei- 
chen trägt wie die Größen mit Index 1 und die abgeführte Arbeit vor- 
zeichenmäßig genauso bestückt ist wie die Größen mit Index 2 „Dadurch 
kann Yın jetzt ebenfalls als positive Größe bei Zahlenrechnungen er- 
halten werden. 
7 
=\v.dp+ —- + 8.2 (21-29). 
th 

1.2 a, .@ 


2 


Die Umformung mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik lie- 
fert: 
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_ 2 2 | 
Yn=boa-h) - Qı2 — Yurrı2 + 82 /2 - Ce] /2 +8.2, - 8.2] + Wnjo,. 


Nach Kompensation der Reibungsarbeit und Reibungswärme bleibt: 


(21-30). 


Man muß im Kompressorenfall natürlich darauf achten,damit zur Zieler- 
reichung Yen ‚der Aufwand nämlich,möglichst klein wird.Wärmeabfuhr, 
d.h. Kühlung, ist angebracht.\Wenn man bei einem Kompressor keine Kühler 
vorsieht,verständlicherweise auch auf den Schwereeinfluß verzichtet, 


dann ist auch hier die Energieformel denkbar einfach: 
(21-31). 
Der Verdichtungsvorgang verläuft in der thermischen Turbomaschine des- 


halb u.U. quasi-adiabat,weil sie vom Fluid relativ schnell durchströnmt 
wird,so daß zum Wärmeaustausch wenig Zeit zur Verfügung steht. 


31.2, Beispiel 


‚Das Expansionsgeschehen einer Heißluftturbine ist in drei thermodyna- 
mischen Diagrammen des Bildes 21-8 verdeutlicht.Im h,s-Diagramm kann 


wR12: 7% 
Nyız. IN 


= x eu ) 
EERRKREREKIIRT 


2 IN /\ 


nen un eure Ö . —— 
BilDaı 8 > Ss ıYV 


man u.a. kinetische Energie und isentrop berechenbare Arbeit sowie 
Strömungsverluste angeben.- Das p,v-Diagramm eignet sich besonders 
für die Darstellung jeglicher Art von Arbeit,also auch der polytropen 
Druckarbeit,wozu das h,s-Diagramm nicht in der Lage ist.- Im T,s-Dia- 
gramm lassen sich Reibungswärme (Reibungsarbeit) und Strömungsverlust 
(nicht abbaufähige,in mechanische Arbeit wandlungsunfähige Enthalpie- 


= 40T e 


differenz,und zwar in der vorgegebenen Maschine) flächenhaft veran- 

schaulichen.-Anggben: Irreversibel adiabate Expansion; nn =.:819.K 5 

pr =5 bar; p, = 1 bar; c], = 60 m/s; c, = 80 m/s; c_ = 1050 J/(kg.K); 

R = 300 J/(kg.K); @ = 1,4; innerer Wirkungsgrad 2; = Y,/T% = 0,8 .- 

Man bestimme bei einer Berechnung von Flansch zu Flansch : 

a) den statischen Anfangszustand durch Tı und pP] 3 

b) das totale isentrope Gefälle be sowie die massenstromspezifische, 
innere Turbinenleistung I, ; 

c) die totale und die statische Austrittstemperatur 15 und T, s 

d) den Polytropenexponenten n:%$ 

e) den gesamten Strömungsverlust 'hv,ges = h, +K, ; 

f) die Reibungswärme Yrri? 3 

£&) den Wärmerückgewinn Ara 3 

h) die Entropieänderung ASIo » 


i) die polytrope Druckarbeit Y pol,12 * - {v.ap R 

Lösungen: 1.2 

a) T, und p, : 

61.(21-)ı: 1, = - c1/l2.0,) = 875-60°/(2.1050) ; T, = 873,29 K, 
G1.(3-16) : pP] = p%. (T,/T%) = 5.10°.(873,29/875) Pa; 


pP] = 4,9658 bar. 
Mr nn 
b) T, und Y, : 
Isentrope Arbeiten berechnet man bekanntlich mit (siehe auch die Ab- 
leitungen zu G1.(21-3) und 61.(21-5) ): 


(21-32). 


(88-1) /2e] 
| 


-R.T,. 1-(p,/9,) 


Legt man die Grenzen hier zwischen 1% und 2s fest,dann folgt: 


1,4 0,4/1,4 x kJ 
= .300.875. | 1-(1/5) J/kg ; I. = 338,95 7g 
1,4-1 - = 
Y, a ‚.Y& = 0,8.338,93 ; Y, = 271,16". 
c) T% und T, : 
h% = hi-Y, = 0.14 - Y, = 1050.875-271160 = 647,59 kd/kg ; 
61.(20-7): 1% = h%/c, = 647590/1050 ; T, = 616,75 K. 
G1.(21-7): T, = 616,75 - 80°/(2.1050) ; T, = 613,70 K. 
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d)n: 
SET n/(n-1) R 
G1.(3-16): 1/5 = (613,7/873,29) ; In 0,2 = —— . In 0,7027 ; 
n-l 
n/(n-1) = 0,5677 ; n = 1,2807 . 
e)h : 
IsBes 338930 
= . = [} % = * Fr ® = ; pen ® 
61.(3-10) : Ah = c„.AT ; Y% = co .(T% ER: ne K; 
T,. = 552,21 K, 


Damit läßt sich der statische Strömungsverlust N12 = h„-h,,=h,ch,, 


ermitteln: „  _ en Ty-T,,) = 1050. (613,7-552,21) = 64,565 kJ/kg . 


vl2 
Die. kinetische Austrittsenergie wird für den inneren Wirkungsgrad 
auch als Verlust gewertet (nicht abbaufähig !),so daß gilt: 


u 2 ‚ = 
hotf, = 64565 + 80°/2 ; h, ges= 67,765 kJ/kg . 
f) Airr,ı2 ' 
_— n-x 1050 1,2807-1,4 


„ae 251613,71=-875,29)° 5 
1,4  1,2807-1 


= 82,746 kl/kg . 


SR ERERER Oi 


3.380 : dirr,12 ” "y == „7 ) = 


dirr,12 


E) Ang 


G1.(21-23) : Ars " Yrr,12 ” h 5 ® 82,746-64,565 ; 


Ang * 18,181 kl/kg . 


h) A Sı5 


n- x 1050 1,2807-1,4 613,70 
3.381: A Ss, * er — -1n(1,/T,) = — . — ln — 
n-1 1,4 1,2807-1 873,29 


As], = 112,445 J/(kg.K) 


i) die polytrope Druckarbeit Y 01,12 


Entweder nach G1.(21-26) oder nach G1.(21-32) erhält man : 
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21.5. Impulssätze 


21.5.1. Theorie 


Da bei den Ableitungen zu den Impulssätzen auf den 9.265 bis 270 keine 
isochoren Einschränkungen gemacht worden sind,behalten alle Ausfüh- 
rungen auch in der Gasdynamik ihre Gültigkeit.-Auch die Eulersche 
Hauptgleichung für Strömungsmaschinen,G1. (19-18) u.a. ,S.366/367,darf 
weiterhin verwendet werden: 


Für Kompressoren gilt: Yon = C,, 9.7 U 3 


G1.(21-33). 


für Turbinen gilt: T,; et = Co, lo 


21.5.2. Beispiele 

1 osiepiel 

Wenn bisher die Rede gewesen ist von einer Verdichtungsströmung,dann 
ging man stillschweigend immer von einer stetigen Verdichtung aus.In 

Hochgeschwindigkeitsströnungen treten aber auch sprungartige Dichtever- 

größerungen auf: Man spricht von Verdichtungsstößen.-In diesem Bei- 

spiel soll nur der senkrechte Verdichtungsstoß besprochen wer- 
den,wie er beispielsweise in einer Rohrströmung u.U. auftreten kann. 

Wenn in einer geraden Rohrströmung mit Überschallgeschwindigkeit die 

geringste Störung durch Wandrauhigkeit,Wandwelligkeit u.a. auftritt, 

dann entsteht eine Verdichtungsfront im Strömungsquerschnitt,die wenige 

Zehntausendstel Millimeter dick ist,in der aber die Dichte 2 

massiv ansteigt.-Man ermittle: 

a) den Nachweis,daß der Verdichtungsstoß nur von Über- auf Unterschall- 
strömung anzutreffen ist; 

b) den statischen Zustand nach dem Stoß,wenn alle „paben vos dem Stoß 
als bekannt vorauszusetzen sind,und ayer für Rn und Pz - 

c) den Totalzustand nach dem Stoß für ir und p% s 

d) den Polytropenexponenten n für den Verdichtungsvorgang ; 

e) spätestens bei p% < pi ist klar geworden,daß es sich beim Verdich- 
tungsstoß um einen dissipativen Vorgang handelt;er 1äßt sich zwischen 
Anfangs- und Endzustand mittels eines Polytropenexponenten beschrei- 
ben;man bestimme nun die Entropievermehrung A s73 : 

f) die Rankine - Hugoniot - Kurve bzw. die dynamische Adiabate oder 
Stoßadiabate ; 

8) die maximale Dichteänderung bei diesem unstetigen Verdichtungsvor- 
gang.-Gasdynamische Zusammenhänge siehe Bild 21-9, 
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h) Zusammenhang zwischen Strömungsverlust und Reibungswärme. 


T l) 
Pr _ 
I 
N Pr 
: R rg N 
NS hys: III 


er AL LL 


Ol: 


m—As3 —— BILD 21-9 


Lösungen: 
a) Nachweis für Überschall-/Unterschallströmung: 
Br ee N m ne DL Re FE nme ar on age 


In Bild 21-10,Pos. a,sind die Zustandsgrößen vor und nach der Stoßfront 
lokalisiert worden. 
a b Die Indexführung ist 
UBERSCHALL UNTERSCHALL KONTROLLRAUM in Anlehnung an Bild 
21-2,die Lavaldüse, 
vorgenommen worden, 
weil der kritische 


Zustand"durchstoßen" 


pr lv wird. 
DR EREG Mit Hilfe des Impuls- 
STOSSFRONT BILD 21-10 satzes wird nun das 
Kräftegleichgewicht 


an einem Kontrollraum untersucht ‚wie es Bild 21-10,Pos. b,angibt: 
er 1 


G1.(12-25),3.268: Y,F,, + 1, -L =0 : 


(21-34); 


e 2 i ae NN 
hierzu ist die Kontinuitätsgleichung A.9] +0] = Au 93.0, herange- 
zogen worden.Ersetzt man in dieser Gleichung die Drücke über die all- 


N 
gemeine Gasgleichung: Pr = 92.R.Tz und pP} = 9, RT] ‚so folgt: 
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A A A 
ri - cz) — R. (72.9 3/ ,- T,) = R.(T3.07/03 _ 1) ‚weil 
9 2/ 9, = ar 'ijst !-Um eine Bestimmungsgleichung für 6 zu er- 
halten,die nur von Stoffgrößen und der Totaltemperatur abhängt,werden 


A 
T, und 1, nach G1. (21-7) ersetzt: 


Eat ele = 2) =R. (1z.0] = 10) 
= R. | e2.10* - 82y12.0,))- 10° - drtrc))]. 


A : 
Dies führt zu einer quadratischen Gleichung für O2 mit folgenden 


beiden Lösungen: 


R,T* R.T* 


EL ı__® 3 


_R_ 
& +1 °] = 2 + 


c 
= —+ 
2 c] 

die Triviallösung 6 =c entfällt;die richtige Lösung lautet: 
R.T* 


=2 & r oder: 


: i (21-35). 
+ 


—. 
Auf diesen Zusammenhang hat Prandtl aufmerksam gemacht.-Die rechte 
Gleichungsseite entspricht gerade der kritischen Schallgeschwindig- 
Sn nach G1. (21-13) im a !-Wenn demnach das Produkt 
zweier Geschwindigkeiten gleich c 


2skr 
NA . . . * 
zunahme Z kleiner geworden sein muß,dann kann es sich bei c,| nur 


keit c 
ist und wenn wegen der Dichte- 


um eine Überschallgeschwindigkeit handeln ! 


N N 
b) Tz und Pz : 
Wegen Gleichheit der Totaltemperaturen folgt sofort: 


* 


N 42 
1 cz /(2.e,) (21-36). 


A 
Ps ergibt sich aus G1. (21-34). 


) MD und pn T% = T% 


Aus den Überlegungen im h,s-Diagramm beispielsweise ergeben sich ein- 
fache Hinweise über das weitere programmatische Vorgehen. -61. (3-16), 


Bild 21-9 : (21-37). 


d).n.: 


N 
G1. (3-16): Tja: = (P3 / p- 


ae 


In (P, /p}) 


— (21-38). 
N 
in (& /m) - mn (3/1) 
e) As,4 : Er j 
Nach 8.381 gilt: AS]5 = 0. —— - In(1, /I)) (21-39). 


n-1 


f) Dynamische Adiabate: 


Den Zusammenhang zwischen dem beim Verdichtungsstoß auftretendem Druck- 
und Dichteverhältnis nennt man dynamische Adjabate oder Stoßadiabate; 
ihre grafische Darstellung im pv Diagramm heißt Rankine-Hugoniot-Kurve. 


8) (9 ,/9 


nr 


Aus der Massenstromdichte erkannte man : 9, /e1ı =c / = . 

Das Dichteverhältnis nimmt einen maximalen Wert an,wenn ce einem 
Maximum entspricht.Die maximal mögliche Geschwindigkeit erhält man 
aus G1.(21-5),3.385,wenn man P„— 0 gehen läßt: 


(21-40). 


Diese Geschwindigkeit ist ebenfalls unter dem Namen Crocco-Geschwin- 
digkeit bekannt.-Nun folgt: 


8, C]max 


ÖÖ6—ä67 ee ae ee ee 


(21-41). 


Für & = 1,4 ergibt sich: 


(9a, ) max m 


h) as IYrry 


Als Strömungsverlust verstehe man im Verdichtungsfall den Mehrauf- 
wand an kinetischer Energie,um einen angestrebten Totaldruck zu er- 


>43 4 


N% 
reichen.Strebt man effektiv Pz an,dann muß man um 


- 


* %* * * * A 
= = D 0) = m eo x [) 


* A x 
mehr kinetische Anfangsenergie aufwenden.-Da T, = 1, ist,1läßt sich 


aus dem T,s-Diagramm des Bildes 21-9 ablesen,daß der Strömungsver- 
lust um den Erhitzungsverlust größer ist als die Reibungswärme; 


h,=q, + £| (21-43). 


x AR A * 
Der Erhitzungsverlust f entspricht der Fläche 1s -3 -3-1-1s .Er 


stellt sich deshalb ein,weil die Reibungswärme Yrr "WR 


dem Fluid mitgeteilt wird: Wärmezufuhr ist aber bei quasi-isobarer 


spontan 


Mitteilung der Verdichtung abträglich,weshalb nicht nur die Reibung, 
sondern auch die expansive Auswirkung der Zufuhr von Reibungswärme 
überwunden bzw. rückgängig gemacht werden muß. 


Bemerkungen: 


(1) Je größer die Anfangsmachzahl ist,desto höher liegen Totaldruck- 
\ verluste. 

(2) Der stetigen Dichtezunahme sind keine Grenzen gesetzt,wohl aber 
der stoßartigen. 

(3) Schwache Störungen breiten sich in einem Fluid mit Schallgeschwin- 
digkeit aus.-Stoßartige Druckzunahmen bezüglich der statischen 
Drücke,wie z.B. ebene Verdichtungsstöße und Detonationen,breiten 
sich mit Überschallgeschwindigkeit aus. 

(4) Wenn der Umgebungsdruck 171 bei einer Lavaldüse (Bild 21-2) größer 
ist als Pz - das ist der statische Druck,der sich entsprechend 
der Düsenerweiterung einstellt,wenn im engsten Querschnitt kriti- 
sche Verhältnisse vorliegen - ‚aber kleiner als derjenige Druck, 
welcher sich beim kritischen Venturibetrieb der Lavaldüse einstellt, 
dann kommt es in der Düsenerweiterung ebenfalls zu einem 
Verdichtungsstoß;der restliche Teil der Lavaldüse wird dann wie 
ein Diffusor im Unterschallbereich durchströnmt. 


2.Beispiel 


In einem Rohr strömt luft mit Überschallgeschwindigkeit.Mit Hilfe ei- 
nes Pitotrohres soll der Totaldruck gemessen werden.Nach dem Drehen 

der Meßsonde um 180° 1äßt sich auch die Totaltemperatur näherungsweise 
messen.-Vor der relativ stumpfen Sonde entsteht ein ebener Verdichtungs- 
stoß,der zur Wand hin abflacht.Durch eine Wandbohrung wird der stati- 
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sche Druck nach dem Stoß gemessen.-Angaben: 2 = z ‚4; c_ = 1004,5 J/(kg.K); 
A 

R = 287 J/(ke. X); Ppitot 7 7,5 barz I, = 520 K; Pa=, 4,5 bar.-Man ermittle: 

a) den statischen Zustand nach dem Stoß mit T,und O4; 


b) die Geschwindigkeiten nach und vor dem Stoß &, und 15 
c) den statischen Zustand vor dem Stoß mit T,,9,und p. ; 
d) den Totaldruck vor dem Stoß P] und den Totaldruckverlust Ap- ; 


e) die Machzahlen vor und nach dem Stoß Ma. und Mar ; 

f) den Unterschied zwischen dynamischem und kinematischem Druck ; 
g) den Polytropenexponenten n und die Entropiezunahme 4s,3 ° 
h) die Crocco-Geschwindigkeit az © 


i) Strömungsverlust h v13 ‚die Dissipation og, und den Erhitzungs- 


irr, 13 
verlust f. 

Die Meßanordnung geht aus Bild 21-11 hervor,das thermodynamische Pro- 

gramm ist im. Bild 21-9 vorgezeichnet. - Lösungen: 


a) ®, und und O,: 


cl. 72 37): 
PITOT-ROHR (Ppxtot) 


TEMPERATURSONDE 3 ae 
(UM 1809 DREHEN) el; (3-7) . 


ar Sur ze; Ö,=4 ‚5. 10? /(287.491)=3,193 kg/ m? . 


ZONE DES EBENEN | 
VERD. STOSSES 


0,286_491 K. 


5 DE 2 2 U 27 217 207 2 2 0 2 2 2 2 2 24 


) do, : 
b C] un 23- 
Gl1.(21-7): T in3 = 520-491=29K ; 


© = y2-1004,5.29 = 241,37 m/s. 


61.(21235)% 


07 MT 007 ur a A 0 AUET AEET ET EN AO A A A AR ORT ARE LeE7 7 Pr 07 797 or 2 27, 


BILD 21-11 Pa>Pı 6% = 2.1,4.287.520/(241,37.2,4) 
6 = 721,35 m/s. 
ce) T]» a pP, : SE 
G1.(21-8): = 520-721, 352/(2, 1004,5)= 2er K ; aus der Kontinuität 
folgt:Q, = 3, u 241,37/721,35 = 1,068 ke/m? ;01. (21-34): = 4,5.10°- 
-1,068.721,35.(721,35-241,37) = 0,8 bar . — 


*+ % 
d) p, und z 


61.(3-16): 0,8.10° .(520/261)°’? 


» 
e) Ma] und Ma, : 


8,93 bar .- Ap =8,93-5 ,5=3,43bar. 


G1.(21-10): Ma, = 721,35/ 1,4.287.261 = 2,228 . 
Ma, = 241,37/ y1,4.287.491 = 0,543 . 


f) Payn Und p, : Siehe 3.248 bis 250 ! 
IN SE 


Im Pitotrohr wird das Fluid von 2 bis auf null abgebremst.Dabei 
steigt die Dichte,so daß die Differenz aus Totaldruck- und statischer 


= 415% 


DENSSEISBEUNE ( >) nicht Eee dem urn Druck 


PPitot ” 
AD 
Buy = 9.%5 /2 ist, a größer: er a = =. Osuc 2, Man ermittle 
jetzt den Korrekturfaktor®® : 
In der SlerSaE (21-19), S.39l1,setzt man für die Endgeschwindigkeit 
A 
—. 8 ‚P)— P, ‚Do—PD% und T ı—T3 (neue Indexführung zwischen Anfangs- 


und Endzustand),so folgt: 


A 1 
zn 8-1 A z A A 
_—— ,c a —————os A - = p ’ = -P ’ 
3 pP &-L 3 dyn3 73 °53 
2 = u 


(21-43). 


In Zahlen: 
N 
Payn3 = 5,5-4,5= 1 bar ; e = 1,0759 ’ Px3 = 1/1,0759 = 0,9294 bar, 
g) n und 5,3 i 
G1.(21-38): n = 1,577; G1.(21-39): AS]3 = 139,04 J/(kg.K) 
h) SE G1.(21-40) : Conax 7 1022,1m/s . 


; A A . 
1) 13 ’Urr,13 IT 


G1.(21-42): h-2 = 67,299 kJ/kg ; 3.380: q, 


v13 = 50,623 kJ/kg ; 


irr, 13 * 


G1. (21-43): er N —_ N 
£ = hä Yrr,15 = 16,676 Kl/kg . 


Bemerkungen: 

(1) G1.(21-43) gilt natürlich für alle Unterschallströmungen,so daß 
auf den Akzent A und den Index 3 nicht mehr geachtet werden muß. 

(2) Die Staupunktsströmung darf isentrop angenommen werden,weil die 
Abbremsung praktisch verlustlos verläuft und zum Wärmeaustausch 
keine Zeit vorhanden ist. 


3.Beispiel 


Die Beschleunigungsphase einer Rakete spiele sich im schwerelosen und 
reibungsfreien Raum ah. 
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Die Startmasse beträgt Mm. ‚der austretende konstante Massenstrom 
heißt n snach Brennschluß liegt nur noch die Masse m vor.Es soll 
bei einer relativen Gasaustrittsgeschwindigkeit w = 4000 m/s eine 
Fluggeschwindigkeit von v = 11 200 m/s erreicht werden.-Man bestin- 
me das Massensverhältnis m/m, ; 


Lösung: 


Nach 61. (9-16) und Bild 21-12 ergibt sich das Kräftegleichgewicht an 
der freigemachten Rakete zu: 


F. - n.2 =0; 
2 ix F j dx 
I! - m.an = O0 =ıa.Ww-m. —; 
dt 


die Momentanmasse lautet in 


0 x Abhängigkeit von der Brenn- 
BILD 1-12 zeit: m(t) = u mat: 
Somit folgt: Mn 
dv= —  .dt . Die Integration liefert: 
m —m.t 


(21-44). 


Setzt man die Daten ein und löst die Gleichung nach dem Massenverhält- 
nis auf,dann ergibt sich: 
m/m, = 0,0608 . 


nn 


Bemerkung: 

Wegen dieses sehr ungünstigen Massenverhältnisses geht man zur Mehr- 
stufenrakete über,so daß leere Tanks abgeworfen werden können. Damit 
entfällt die Beschleunigung unnützer Massen. 


22. ZWEIDIMENSIONALE BEWEGUNG 


22.1. Theorie 


Unter einer zweidimensionalen Strömung versteht man eine ebene Strö- 
mung,wie sie auf S.199 beschrieben worden ist.-Es ist üblich,gasdyna- 
mische Strömungen durch ihre Machzahl zu kennzeichnen.Gewisse Ma-Berei- 
che tragen besondere Namen: Ma <1l : Unterschall- oder subsonischer 
Bereich; Ma ”=1 : schallnaher oder transsonischer Bereich; 1<Ma<5 : 
Überschall- oder supersonischer Bereich; Ma >5 : Hyperschall- oder 
hypersonischer Bereich. 
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Die Schallgeschwindigkeit ist auf 5.9 als die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit einer "schwachen" (nicht explosiven) Störung in einem Medium ein- 
seführt worden.-Die gasdynamische Berechnung erfolgt für eine isentro- 
pe Zustandsänderung bei der Druckwellenausbreitung mit © nach Gl. 
(21-2),5.382. 
Geht man beispielsweise von einer punktförmigen Störquelle aus,die 
etwa periodisch das Fluid um sich herum stört,dann breiten sich die 
Störungen als kugelförmige Druckwellen aus mit der Störquelle als Ku- 
gelmittelpunkt.-Überlagert man nun eine ebene Transportströmung,so wer- 
den die kugeligen,induzierten Fluidbereiche weggespült.Wenn die Anströ-. 
mung gar mit Überschall- 


geschwindigkeit vorgenom- 


UNGESTÖRTER 


SA 


GESTÖRTER men wird,dann erhält man 
BEREICH als Schnittformation das 
Bild 22-1 .Nach 2s befin- 
det sich z.B. das Störzen- 


trum in 0" (zurückgelegter 
Weg = 2.c).Die Druckwelle 
legte den Weg 2.C, ZU- 
rück.Die Kugelwellen wer- 
den vom sogenannten Mach- 


EEEREREUREEE 


schen Kegel eingehüllt. 
Die Kegelerzeugende heißt 
BILD 22-1 Machsche Linie.Außerhalb 
des Kegels ist kein Ein- 
fluß der Störquelle zu spüren.Der halbe Öffnungswinkel des Machschen 
Kegels heißt Machscher Winkel X „Es gilt also: | 


sin&X. = 1/Ma = fe (22-1). 


-Man beachte,daß die Schallgeschwindigkeit senkrecht auf der Machschen 
Linie steht.Im übrigen entsteht das gleiche Strömungsbild,wenn ein 
spitzer Körper mit Überschallgeschwindigkeit sich durch ruhendes Fluid 
bewegt.-Im Grunde genommen,kann jeder Krümmungssprung im Oberflächen- 
verlauf einer Körperoberfläche und damit jede Kante,jede besonders rau- 
he Stelle Ausgangspunkt zweier Machschen Linien sein,wobei eine wegen 
des vorhandenen Festkörpers nur virtuelle Bedeutung hat.-Bei der zwei- 
dimensionalen Strömung spricht man vom Machschen Keil. 

22.2. Beispiele 


1.Beispiel 
Heißluft strömt unter dem Winkel p= 40° gegenüber der x-Achse des 
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MASSSTAB: 


Cskr 410 ne 
Icm 2 100 m/s 


= x 1000 m/s 


ELLIPSENEBENE 


WIRD UM '0’ 
GEDREHT BIS 
ZUM SCHNITT 

IT E (LIEGT FEST 


IN (x, y)-EBENE) 
BILD 22-2 


ruhenden x,y-Koordinatensystens.Bei ebener Strömung werden noch fol- 

gende Daten nachgereicht: c = 920 m/s ; R= 287 J/(keK) ;&® = 1,4; 

c_ = 1004,5 I/(kek) ; T’ = 500 K .-Man ermittle: 

=) die obere und untere Geschwindigkeitsgrenze bei Überschallströmung; 

b) eine Beziehung zwischen Machschem Winkel,der kritischen Schallge- 
schwindigkeit,der Croccogeschwindigkeit und der Momentangeschwindig- 
keit; 

c) eine grafische Darstellung obigen Zusammenhangs,so daß man für je- 
de Geschwindigkeit zwischen den beiden Grenzgeschwindigkeiten den 
Machschen Winkel ablesen kann.-Grafische Darstellungen zu diesem 
Problem finden sich in Bild 22-2; 

4) den Machschen Winkel bezüglich der Zahlenangaben,die Machzahl und 
die Schallgeschwindigkeit. 

Lösungen: 


a) Grenzgeschwindigkeiten bei Überschallströmung: 


Wenn man sich des Geschehens in einer Lavaldüse erinnert,bes.S.389, 


dann wird klar,daß mit c ‚61. (21-13),die Strömung gerade anfängt, 


skr 

mit Schallgeschwindigkeit zu strömen: 

2. 1,4 
1,4+1 


c 


skr .287.500 3; a og 409,2 n/s . 


Age 


Die für den jeweiligen Gaszustand maximal mögliche Strömungsgeschwin- 
digkeit ist nach G1.(21-40) auch als Croccogeschwindigkeit bekannt: 


& 1,4 . = 
ag 23 a 287.500 5 Conax 1002,25 m/s . 


Die gegebene Geschwindigkeit liegt also als Überschallgeschwindigkeit 
im berechneten Bereich. 
‚X )=0 : 


b) f(Stoffgrößen,c „nr max 


Die lokale Schallgeschwindigkeit,61. (21-2) ‚wird mittels der Isentro- 


pengleichung folgendermaßen umgeformt: 

x... @eD/e rn (*-1) /se 
T=T .(p/p®) ‚61.(21-9). - es ” ck" .(p/p*) (1). 
Hier ist die Schallgeschwindigekeit für den Totalzustand cx“=x.R.?* 
eingeführt worden. 


Damit folgt mit G1.(21-13) für die kritische Schallgeschwindigkeit: 


rn = cr. 2/1) (2); 


Cskr 


Formt man gar G1.(21-5) unter Zuhilfenahme von G1.(21-40) um,so folgt: 


z-1 
2....,2 = 
ce = Cnax . E - (p/p*) ] (3). 
(®-1) E < 2 2 
Setzt man nach dieser Beziehung (p/p*) =1 -c ey 
in (1) ein und verwertet noch für ex“ die Beziehung (2), dann 


ergibt sich aus Gl. (22-1): 


(22-2). 


c) Grafische Darstellung von Gl. (22-2): 


Die Ringfläche zwischen dem Innenkreis. mit Radius Can und dem 
Außenkreis mit Radius az (Bild 22-2) ist der Bereich,in dem sich 
eine Kurve befindet,die sowohl den Innenkreis als auch den Außenkreis 
anpeilt.Auf dieser Kurve werden die Pfeilspitzen des Vektors c lie- 
gen müssen,denn die Funktion nach 61.(22-2) ist ja zu erfüllen.Es ist 
einzusehen,daß man als Funktionsdarstellung eine Ellipse erwartet.-In 
diesem Sinne wird obige Gleichung umgeformt.Damit bei der weiteren Be- 
trachtung nur Geschwindigkeiten bzw. Geschwindigkeitskomponenten an- 
wesend sind,wird sinX durch die Annahme sinı« = ey, /c ersetzt. 
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Somit kann aus G1. (22-2) folgendes nachgewiesen werden: 


2 2 2 2 2 2 2 
e +1 c c_ +c c c 
I = S,kr .(1 _ MM ER LEN =——= ee: -1- — ’ 
2 2 2 2 2 |1x2+1_2 2 
< € max s,kr max max 
2 el 


mit 61. (21-13) und 61.(21-40) folt: S 4 2. 1 sowie: 


(22-3). 


Das ist aber die vermutete Gleichung einer Ellipse.Unter der Annahme 
sin = c_ /c also liegt als geometrischer Ort für alle möglichen 
Geschwindigkeitsvektoren im Überschallbereich eine Ellipse vor.Man 
nennt sie auch Isentropenellipse,weil ihrer Ableitung isentrope Zu- 
standsänderungen (siehe isentrope Schallgeschwindigkeit A %.R.T) 
zugrundeliegen. 

Das Arbeiten mit der Isentropenellipse: 

(1) Der Geschwindigkeitsvektor ist in der x,y-Koordinatenebene fest 
dem Betrage und der Richtung nach gegeben (Bild 22-2). 

(2) Für das vorliegende Gas und den gegebenen Totalzustand der Strö- 
mung entwerfe man auf einem durchsichtigen Blatt die diesbezüg- 
liche Isentropenellipse,z.B. EL1. 

(3) Man lege nun den Ellipsenmittelpunkt Onr, auf den Ursprung 0, 
so daß die Anfangslage EL 1 heißen kann.Man spricht auch von 
der Hodografenebene;die Ellipse ist der Hodograf des anstehenden 
Problens. 

(4) Nun drehe man die Ellipsenebene so lange,bis der Geschwindigkeits- 
pfeil mit seiner Spitze auf der Ellipsenkontur liegt: Lage EL 2. 

(5) Der Winkel zwischen c und der c_-Achse ist der gesuchte Mach- 
sche Winkel. 

(6) Da von einer punktförmigen Störung zwei Machsche Linien ausgehen 
(Machscher Keil ),muß auchdas Hodografenverfahren zwei Lösungen 
anbieten können: Dreht man die Ellipse weiter : lage EL3, 
so erhält man ohne weiteres die Lage der zweiten Machschen Linie. 


d) X; Ma; eo: 


Der Ellipsendarstellung in Bild 22-2 entnimmt man einen Machschen Win- 


kel von A = 1° . 
Nach G1.(22-1) kann man die gesuchte Machzahl berechnen,und zwar zu: 


Ma = 1/sin« = 1/sin 11° ; Ma = 5,24 . 


Über die Definitionsgleichung der Machzahl Ma = e/e, erhält man 
für die dazugehörende Schallgeschwindigkeit von: 


o, = c/Ma = 920/5,24 ; oe, = 195,54 m/s . 
2.Beispiel 


Eine wirbelfreie,ebene Heißluftströmung (&= 1,4;R=287J/(kg.K);c_=1004,5 


J/(kg.K); 
pP], = 4 bar ; 
(TP1:R7 ) | c, = 600. m/s ) 
a en € verläuft längs 
-G), der Wand AO, 
1 | Bild 22-3. 
RL HEEREENEEEN | 
| Die Wand er- 
SEREENSEERER 
= H fährt einen 
oem Knick in O bei 
Bee ee, 
= IT III ; einem weiteren 
ADITLITY OR N 
& N Wandverlauf OB, 
An der Störkante 
Maı=141 O entsteht eine 
2 ie 30 Druckwellenstör- 
ı= N front in Form 
Ei der Machschen 
Linie OD, ‚wenn 
May der Druck in 
&2=137° Zone 2 kleiner 
%&2=13,4° ist al R 
; AA k) a 
N (T,,P207) Oo Man ermittle 
: bei isentropenm 
B A (2) N , Strömungsgesche- 
o >\ hen und einem 
2 RN \ Neigungswinkel 
N ® Cr der Wand von 
BILD 22-3 ON 2 
(+) 


05-600; 


22 = 


a) die Art des Strömungsvorganges; 

b) die Machzahl am Anfang Ma, und den Machschen Winkel X, ; 
c) die Strömungsgeschwindigkeit am Ende des Geschehens c, ; 
4) den Machschen Winkel &, und die Machzahl Ma, ; 
e) den statischen Zustand am Ende: T,, p »9, ; 


f) den Stromlinienabstand b]. , b usw.; 


22 


g) den maximalen Umlenkwinkel De 


Lösungen: 
a) Art des Strömungsvorganges: 


Nimmt man den oberen Bildrand etwa als Kanalbegrenzung an,so liegt 
eine Kanalerweiterung vor.Da laut Voraussetzung Pr <P gilt und 
das Fluid mit Überschallgeschwindigkeit ankommt,liegt im Sinne der 
Lavaldüse eine Expansionsströmung vor,S.386ff. 


b) Ma, und X _ : : 
Schallgeschwindigkeit am Anfang:@1. (21-2):0%51,4.287.450; c 7=425,22-; 


Machzahl am Anfang:61. (21-10): Ma, = 600/425,22 ; Ma, = 1,41. 


Machscher winkel am Anfang:Gl. (22-1): sin&X „]=1/1,415&, = 45,13°, 


c) ey: 


Die Expansion beginnt rechts von der Anfangsmachlinie OD, und ist 


längs der Endmachlinie OD abgeschlossen.Von hier aus verlaufen die 


Stromlinien wieder ee zur Wand OB,sofern der Gegendruck P) 
nicht zur Ablösung zwingt.-Zunächst trage man beliebig viele Machlinien 
OD ein,z.B.: OD, ‚OD, bis OD, (man weiß ja noch nichts um die letzte 
Machlinie).Im beliebigen Punkt P auf 2.B.OD, hat die lokale Geschwin- 
digkeit eine Komponente En und eine senkrecht dazu c_ ‚die nach 


E 


3.417 gleich der lokalen Schallgeschwindigkeit sein muß: c. =c . 


e s 
Führt man,was bei Wirbelfreiheit erlaubt ist,das Geschwindigkeits- 
potential % (r,@) ein,dann folgt für die Geschwindigkeitskompo- 


nenten: 


Aus der Bernoulligleichung,G1.(21-3),folgt bei Expansion ins Vakuum 
(P,=0) und CHFcynax = max ‚61. (21-40) ‚und isentroper,stationärer Strö- 
mung mit indexlosen Anfangssymbolen: 


2 2 22 AR 
c p ce c c c ce” +c 

mar. _E  _,_-2_+ı_- —&,_£2_,. somit folgt mit l. 
2 xz-1ı89 2 ®—®-1 2 z2- 2 


(22-4): 


- ne 2 
2 &#+l „2 a a x + a E = a2 es 


ma "ga €  &-1|r ° dr 


Es handelt sich um eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung und zweiten Grades. Als Integrationsverfahren verwende man die 
Trennung der Variablen.Die unbekannte Funktion P(r,E) setze man als 
Produkt zweier Teilfunktionen an,die ihrerseits jeweils nur von einer 
Größe abhängen mögen: f (r,E) =f,(r).P,(E).-Man versuche,eine Lö- 
sung zu finden mit der einfachen Form von fm = r !-Dann gilt: 
Y(r,E — 3 Q_(E) .Für die Geschwindigkeitskomponenten ergibt sich 
PIdr =PyE) 5 05 = (V/r).DP/RE ur). |r SABIE 


man ss zusammen: 


„= P,teE ) (2) 5; Ce * apzrde (3) . Dadurch läßt 
sich die wichtige Beziehung angeben: 


0g= dose, (U) , 
en 


womit man durch Einsetzen in (1) zu einer gewöhnlichen Differential- 


dann: 


gleichung gelangt: 
2 ee dc ‚2 2 
max ®2-ı  .1Ee r 


q ( "r/ max 


a" (22-5). 


Oder: 


Zur Bestimmung der Integrationskonstanten benötigt man die Anfangs- 
werte: G1.(21-7): T% = 450+ 600°/(2.1004,5) ; T$ = 626,19 K ; 


G1.(21-40): ee = 2-3,5.287.629,19 = er ee m/s ; 


€, = 90°-«, = 90°-45,13° ; FE 44,87° 
= nr = sin 44,87°.600 ; 723,3 u/s . 


Mit diesen Werten folet für C aus 61.(22-5) : (= - 0,16% . 


DE 


Der Winkel zwischen der Geschwindigkeit c und der Machschen Linie 
OD ist der lokale Machsche Winkel.Dafür gilt: 


4 


Die Neigung der Stromlinien ist: 
) o ) 5 
0 =E + - 9 (22-8). 


Man ermittle nun mittels eines Näherungsverfahrens (z.B.Intersektions- 
verfahren, 3.401 und 403) den Winkel € derart,daß d, =0 = 60° wird. 
Dieses Ziel wird erreicht mit: 


0 : ur 
&,= 137° und 5 213;40. , Siehe Bild 22-3 ! 
ZZ — —— 


Nun folgt für die Geschwindigkeitskomponenten von c, nach G1.(22-6): 


12T 
Co). = 1124,3.sin 1,0 .(2,391 + 0,1624) | ; 


970,98 n/s . 


€) 
N 


61. (22-7): ee = 0,18%, = 970,98.t813,4°; = 231,32 m/s . 


‚e) 
n 
cn) 

| 


Für die Endgeschwindigkeit ergibt sich nun: 


5 2 2 Be 2 21 j 
„= Cor + Ce — 970,987 + 231,32 s c 


d) x, und Ma 


998,15 m/s . 


2 s 


Den Mach-Winkel X, kennt man bereits: Pe 155477 5; 

Die Machzahl lautet dann: sin, = 1:Ma, ; Ma, = 4,315 . 

e) T, m 39,: 

so = © /Ma, = 998,15/4,315 ; C.. = 231,32 m/s ; 
T, = 05, /(®.R) = 231,32°/(1,4.287) ; DISS ITR. 
P, = pP] -(T,/T}) = 4.10°.(133,17/450) ; 2», = 0,056 bar. 
0, = 0,056.10°/(287.133,17) ; 9, = 0,1465 kg/m”, 
f) Stromlinienabstand b]> ; b„, : 


Bei einer ebenen Strömung gilt beispielsweise b17.°1-9, = b19.0,-0 , 
Für b]] = 2,5 mm und Q\ = 4.107/(287.450) = 3,097 kg/m” folgt: 


b], = 31,76 mm usw. 
8) ee : 
Wenn € nach G1.(22-5) mit C, = Cnax einen Maximalwert annimmt, 


x +1 7 
dann wird auch d maximal werden: e — .— - 0,1624 = 3,6852 ; 
max :2:.ı1ı > un, 
— . _ [e) [) = 1) 
el ee Öse 
Bemerkungen: 


(1) In G1.(22-6) fällt auf,daß die Strömungsgeschwindigkeit nicht vom 
Radius abhängt;sie ist also längs einer Machschen Linie überall 
gleich.Daraus läßt sich sofort folgern,daß alle übrigen Zustands- 
größen längs der Machlinie konstant sind. 

(2) Ist die Kantenneigung größer als a ‚dann hebt die Strömung 
von der Wand ab.Zwischen Wand und Strömungsrand herrscht Vakuum. 

(3) Die Stromlinien in der äxpansionszone,also zwischen D,OD, , ‚sind 
Spizykloiden,was sich aus der Zusammenfassung obiger Beziehungen 
nachweisen läßt. 

(4) Aus didaktischen Gründen ist die Problemlösung immer wieder auf 
die grundsätzlichen Zusammenhänge zurückgeführt worden. 


3.Beispiel 


luft (@ = 1,4;5R = 287 J/(kg.K) ; T = 300 K) strömt mit der Geschwin- 
digkeit c = 1000 m/s der Wand AO entlang und wird längs der Kante O 


BILD 22-4 


unstetig um d = 30° abgelenkt,Bild 22-4,Pos. a.-Man ermittle: 
a) Nachweis,daß es sich um eine Überschallanströmung handelt und Ma ; 
b) physikalische Kurzbeschreibung der Eckenströmung; 
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c) den Neigungswinkel der Stoßfront 5°; A 
d) die Geschwindigkeit nach dem schiefen Verdichtungsstoß e.' 5 
e) die Machzahl nach dem Verdichtungsstoß Ma ; 


Lösungen: 
a) Nachweis der Überschallströmung und Ma: 


Schallgeschwindigkeit nach G1.(21-2): co, =)1,4.287.300 ; ec, = 347,19 2. 


En — 


Machzahl nach G1.(21-10) : Ma =1000 /347,19 ; Ma = 2,88. 


b) Beschreibung der Eckenströmung : 


Die Überschallströmung wird durch die Kippkante O0 gestört;von hier 

aus vermutet man eine Machlinie OB ‚wie sie in Bild 22-4 eingetragen 
ist.Die Strömung wird durch den konkaven Wandverlauf zwangsweise ge- 
dreht.Also käme die Machlinie OB in die neue Lage UOC „Diese sich aus 
dieser Überlegung ergebende Doppellage ist natürlicherweise unmöglich: 
Der notwendige Drehvorgang der Strömungsfront bedeutet eine Verzögerung 
der ankommenden Strömung: Die Natur zieht sich durch einen Verdichtungs- 
stoß aus der Affäre,Bild 22-4,Pos. b.Die Stoßfront OD wird schiefer 
Verdichtungsstoß genannt.Es stellt sich der Stoßfrontwinkel & ein. 


c)6& ; 
Aus der Stoßfront nehme man einen Kontrollraum heraus und untersuche 
das Kräftegleichgewicht.Das Koordinatensystem ist um 900 _ a gedreht; 


die Achsen heißen t und n .Druckkräfte in t-Richtung heben sich ge- 
genseitig auf.Die Impulsströme hierzu sind gegensinnig gleich,so daß 
o Pr N 


E + «e - Ohne jetzt 


das Kräftegleichgewicht in n-Richtung weiterzuverfolgen,kann man in 


gilt: 1, - I, =m.c,- m. ©, =0 ; c = E 


Bild 22-4,Pos. d,die Geschwindigkeitspläne vor und nach dem schiefen 
Verdichtungsstoß prinzipiell andeuten.Daraus kann man aber eine wich- 
tige Erkenntnis gewinnen: Überlagert man der ankommenden Strömung ei- 
schiefen Stoßfront nun Verhältnisse vor,wie man sie vom geraden Ver- 


ne Art Fahrzeuggeschwindigkeit mit ‚dann liegen relativ zur 
dichtungsstoß her kennt.Damit sind die Zusammenhänge beim schiefen 
Verdichtungsstoß klargestellt worden,wenn man c durch C ersetzt. 


Aus der Ineinanderzeichnung der beiden Geschwindigkeitsdreiecke (Bild 
22-4,Pos. e) lassen sich folgende beiden trigonometrischen Beziehungen 
ablesen: 


(22-9). 


Eliminiert man c, ‚dann bleibt nach| |: 


(22-10). 


Entsinnt man sich der Prandtischen Stoßgleichung,61. (21-35): 
A 
r 


was für den senkrechten Stoß gilt,so erhält man durch Umschreiben auf 


[6 . [6 = 


die Normalkomponenten der Geschwindigkeiten für den schiefen Verdich- 
tungsstoß: 
N 2 


u ni (22-11). 


Neu an dieser Beziehung ist die kritische Geschwindigkeit für die 
Normalenverhältnisse eh ‚sie ist nämlich mit der Totaltemperatur 


(22-12) 


zu berechnen.-Wenn man = sin 6°. c setzt,dann ergibt sich aus 
G1.(22-10) mit G1.(22-11): 


(22-13). 


y, = f(6) y, = 26) 


Nach Einsetzen der Daten (Zusatzangabe cn = 1004,5 J/(kg.K)) ist 
die Naherungslösung beispielsweise mit dem schon angedeuteten Inter- 


sektionsverfahren zu ermitteln. - Ein Näherungswert liegt vor bei 


Su; . 


N 
a)e: 
c,=c. cos 6’ = 1000.cos 54° ; 0, = 587,79 m/s = e, ; 
e = os / ecos(9 - ö) = 587,79/cos (54-30) ° : 


N 
ce = 643,42 m/s. 
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N 
e) Ma : 

we N | 
Die statische Temperatur nach dem Stoß T kann man wegen der Gleich- 
heit der Totaltemperaturen in Normalenrichtung aus G1. (22-12): 


A2 
ee, Mc A n 
T-17n = T + — berechnen: 
n 2 2.e 
p 
A (1000.sin 54°)? (587,79/cot(54-30)°)* 
I= 300 + ee - 17 ’ 
2 . 1004,5 2 .„ 1004,5 


somit erhält man für die statische,absolute Temperatur nach dem 
Stoß: 
to A 

T= 591,7K . 


Daraus folgt die Schallgeschwindigkeit nach dem Stoß zu: 


A N 
c, =]/1,4.287.591,7 ; = 494,51 m/s . 


Als Mach-Zahl nach dem schiefen Verdichtungsstoß stellt sich ein: 


Ma = 06 / c, = 643,42 / 494,51 ; 


A 
Ma = 1,53 . 


Bemerkungen: 


(1) Man stellt fest,daß durch schiefe Verdichtungsstöße nicht unbe- 
dingt Unterschallgeschwindigkeit erreicht wird.-Von einem bestimn- 
ten Grenzwert an allerdings wird dieses Ziel erreicht. 

(2) Die Dissipationen in einem schiefen Verdichtungsstoß sind geringer 
als in einem senkrechten Verdichtungsstoß.Deshalb vermeidet man 
stumpfe Flugkörper und führt sie spitz und scharfkantig aus,damit 
möglichst nur schiefe und schwache senkrechte Verdichtungsstöße 
entstehen. 

(3) Arbeitet man bei zweidimensionalen Strömungen mit dem Machschen 
Keil,so ist bei dreidimensionalen Strömungen der Machsche Kegel 
von Interesse.-Eine besondere Theorie konischer Strömungen geht 


auf Busemann zurück. 
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Kernwirbelbewegung 
258,354 
Kesselformel 89 
Kinematik 180,360 
Kinetik 180,226 
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Krümmungsmittelpunkt 93 
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Radialpumpe 359 
Radius,hydraulischer 347 
Rakete 4]15 
Rankine-Hugoniot-Kurve 409 
Rankine-Wirbel 257 
Rateau,Ahnlichkeitsgesetz 369 
Rauheit einer Wand 337 

-— ‚relative 337,339 
Raum,isobarer 74 
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stat.Moment der Fläche 72,85 

Staudamm 79 

Staudruck 249 

Staupunkt 179,180,247ff,303, 

Staurohr,Prandtlisches 248 
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